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AVERTISSEMENT. 


CjET ouvrage , destine a faire suite au Resume des Lefons sur 
le Calcul infinitesimal , offrira les applications de ce calcul a la 
geometrie. II sera divise en trois volumes, dont les deux premiers 
comprendront , celles des applications g^ometriques du calcul 
difF^rentiel et -du calcul integral qui sont relatives a la premiere 
annee du Cours d’analyse de I’EcoIe royale polytechnique. Je 
public aujourd’hui le premier volume, qui renferme Jes princrpales 
applications du calcul difF^rentiel. Dans la solution des difFerens 
problemes , j’ai cherche a concilier la rigueur des demonstrations 
ayec la simplicite des methodes. Lorsqu’on fait usage de coor- 
donnees rectilignes, soit rectangulaires , soit obliques, I’un des 
principaux moyens d’abreger les calculs consiste a resoudre les 
questions proposees a I’aide de formules dont chacune exprime 
I’egalite de plusieurs fractions qui soient des fonctions semblables 
ou des fonctions symetriques des trois coordonnees. Lutilite 
de ces formules se fait remarquer meme dans les applications de 
I’analyse algebrique aux problemes qui concernent la ligne droite 
et le plan, C'est ce que Ton reconnaitra sans peine en jetant les 
yeux sur les Preliminaires places en t^te de I’ouvrage. 

On trouvera dans la neuvi^me, la vingt-unieme et la vingt- 
deiixieme Le9on; une nouvelle theorie des contacts des courbes et 

OEuvtcs de C . — S. II, t, V. 


AVERTISSEMENT. 

des surfaces coiirbes , qui a I’avantage de reposer sur des definitions 
indcpendantes du systeme de coofdonnces que I’on adopte,''et 
de presenter en meme temps une idee tres-nettc du rapprochement 
plus ou moiiis considerable de deux courbes ou de deux surfaces 
qui ont entre elJes un contact d’un ordre plus ou moins cleve. 

Du reste , en composant cet ouvrage , j’ai mis a profit Ics 
travaux des geometres qui ont ecrit sur le meme sujct , ainsi que 
les lumieres de MM. Ampere et Coriolis. Je dois a ce dernier, 
entre aiitres choses, !a definition que j’ai donnee, dans la dix- 
septieme Le9on, du rayon de courbure d’une courbe quelconque; 
et e’est d’apres ses conseils que j’ai place la theorie du cercle 
osculateur avant celle des contacts des divers ordres. 



LECONS 

SUR LES 

APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL 

A LA GfeOMETRIE. 


PRELIMIN AIRES. 


REVUE DE QCELQUES FORMDIES DE GfiOMfiTRIE ANALTTIQUK. 


Avant d’ exposer les applications geometriques du Calcul infinite- 
simal, il sera fort utile d’etablir quelques notions et quelques for- 
mulcs prdiminaires : tel est I’objet dont nous allons d’abord nous 
occupcr. 

Nous determinerons ordinairement la position d’un point dans 
I’cspace a I’aide de trois coordonmes rectilignes x, y, z, relatives a 
trois axes des x, des y et des z, passant par Vorigine des coordon- 
necs, et formes par les intersections mutuelles des trois plans coor- 
donne's des y, z, des z, x, et des x, y. Ces coordonnees seront rectan- 
gulaires lorsque les trois axes seront perpendiculaires entre eux. 

Nous nommerons axe une droite menee par un point quelconque 
do 1’espa.ce, et prolongee indefiniment dans les deux sens; et nous 
dirons qu’un axe de cette esp^ce se divise en deux demi-axes abou- 
tissant au point que Ton considere, et dont chacun se prolonge inde- 
finiment dans un seul sens. Par consequent, chacun de ces deux 
demi-axes aura toujours une direction deterrninee. Si Ton considere 
en particulier les trois axes des x, y, s, chacun d’eux sera divise, a 
I’origine, en deux demi-axes, sur Tun desquels se compteront les 
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coordonnees positives, tandis que Ton coinplera sur I’autrc' ios coor- 
donnees negatives. 

D-apres ces definitions, il osl clair que, si Ton tioiit coniplo seuh'- 
ment des angles qui renferment au plus 200 dcgres (noiwede divi- 
sion), deux axes ou deux droites, traces de manii'rc ii so c.oupc'r, 
comprendront toujours cntrc eux deux angles, I’uii aigu, I’antn' 
obtus, tandis quo deux directions ou deux dcini-axes, ah.oiilissant. 
a un point donne, formeront un soul angle, tantot aigu, (antot obtus. 
Lorsque deux directions ou deux demi-axes aboutiront a diuix poiiils 
differents de I’espace, ils soront censes former cntrc eux le incme 
angle que formeraient deux demi-axes paralleles et prolonges dans 
les memes sens a partir d’un point unique. Cela pose, I’angle que 
deux directions formeront cntrc dies sera toujours compliitc'inimt 
determine, et Ton pourra eu dire autant des angles formes par unc 
direction avec les demi-axes des coordonnees positives. 

Concevons maintenant que, par un point 0 pris a volontc dans I’es- 
pace, on ait mene doux demi-axes OA, OB, et qu’un rayon mobile, 
d’unc longueur indefmic, aboutissant au point 0 , tourin', dans le 
plan de cos deux demi-axes, avec un mouvement de rotation en vevlu 
duquel il decrive Tangle AOB, en passant do la position OA ii la posi- 
tion OB. Supposons de plus que, par le point 0 , on ait clove un 
troisieme demi-axe situe hors du plan OAB. Un spectateur qui posera 
les pieds sur le plan, de manifere a s’appuycr contro le demi-axo, 
verra le rayon vecteur so mouvoir, en passant dovant lui, de sa droiti' 
a sa gauche ou de sa gauche ii sa droito, co que nous exprimerons 
en disant que le mouvement do rotation a lieu de droilo d gauche. 011 
do gauche d droite ('). On doit observer, au rcstc, quo, si par le 
point 0 on elevait k la fois deux demi-axes situes, le premier d’un 
cote du plan, Ic second de Tautre cote, le mfime mouvement de rota- 

(‘) lie moyen que nous employons ici, et'i I’aide duquel on distingue facilement les 
deux espfeces de mouvemenis de rotation que pent prendre un plan tournant sur lui- 
mOme autour d’un point donn6, est celui dont M. Ampere a fait usage dans la TMorie de 
l’&lectricit4 dynamique. 
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lion paraitrait s’effectuer autour cle Tun cle ccs demi-axes de droitc ii 
gauche, ct autour de I’autre de gauche a droite. 

Cor^siderons a present un angle solide triedre qui ait pour aretes 
trois dcmi-axcs, OA, OB, OC, aboutissant au point 0; et concevons 
qu un rayon mobile, d’une longueur indefinie, mene par le point 0, 
fassc Ic tour do 1 angle solide en s’appliquant successivement sur les 
trois faces AOB, BOG, COA. Son mouveinent de rotation sur chaque 
lace sera un mouvement de rotation de droite a gauche ou de gauche 
a droite autour de I’aretc situee hors du plan de cette face. De plus, 
il ost facile de voir que les trois mouvements sur les trois faces sei’ont 
de ineme esp'ece. Supposons, par exemple, que les trois demi-axes 
dont il s agit se reduisent aux demi-axes des coordonnees positives 
ot coincident avec les directions OX, OT, OZ. Si la disposition de ces 
demi-axes cst colle que Ton adopte le plus ordinairement, les trois 
mouvements do rotation auront lieu de droitc a gauche autour de ces 
trois demi-axes, lorsquc le rayon mobile, on faisant le tour do Tangle 
solide, passera successivement de la position OX a la position OY, et 
de cellc-ci a la position OZ. Si le demi-axe des s positives etait trans- 
portc do Tautre c6te du plan des x, y, alors les mouvements de rota- 
tion do droitc a gauche auraient lieu dans le cas oii le rayon mobile 
prendrait successivement les trois positions 

OX, M, OY, 

I* 

pour revenir ensuite directement de la position OY a la position OX. 

Alin de bion distinguer les deux espfeces de mouvements que peut 
prendre un rayou mobile assujetti a passer par Toriginc ct a parcourir 
successivement les trois faces de Tangle solide OXYZ, nous dirons 
quo co rayon mobile a, dans chacun des plans coordonnes, un mouve- 
ment direct de rotation, s’il passe successivement de la position OX a 
la position OY, ct de celle-ci a la position OZ. Nous dirons, dans le 
cas contraire, que le meme rayon vecteur a un mouvement de rota- 
tion rdtrograde. En consequence, si Ton adopte la disposition la plus 
ordinaire pour les demi-axes des coordonnees positives,' les mouve- 
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meiits directs de rotation autour de ces dcrai-axes auront lieu d(‘ 
droite a gauche, et les mouvements retrogrades do gauche a droilo. 

Nous appliquerons les memos denominations aux deux ospina's d(“ 
mouvements quo pent prendre un rayon vecteur mobile on tournaut 
autour d’un point de manibre a parcourir successivcmeiit h^s Irois 
faces d’un angle solide quelconque; et quand le mouv(‘mout (h> rota- 
tion du rayon vecteur sur chaque face aura lieu do droite ii gauche, 
autour de I’arete situee hors do cette face, cc mouvement sera luuniue 
direct ou retrograde, suivant quo les mouvements do rotation d('s plans 
coordonnes, tournant de droite a gauche autour des deini-axes OX, 
OY, OZ, seront eux-memes directs ou retrogrades. 

Une droite AB, mcnee d’un point A suppose fixe, a uu point B sup- 
pose mobile, sera generalement designee sous le nom do rayon vec- 
teur. Nommons R ce rayon vecteur. 


les coordonnees du point A; 
celles du point B; et 


■^0 

a, by c 


les angles formes par la direction AB avec les demi-axes des ooordoti- 
neos positives; 

TT — ay Tt — b, 71 — c 

seront les angles formes par le memo rayon vecteur avee les demi-axes 
des coordonnees negatives. De plus, la projection orihogonale du rayon 
vecteur sur I’axe des x sera egalc, d’apres un theoreme connu de. Tri- 
gonometrie, au produit de ce rayon vecteur par le cosinus do I’angle 
aigu qu’il forme avec I’axe des x prolong6 dans un certain sens. Cette 
projection se trouvera done representee : si Tangle a est aigu, [)ar le 
produit 

R cos.a, 

et si Tangle a esfobtus, par le produit 

Rcos(ir — a) = — Rcosa, 
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c’cst-a-dirc, dans les deux cas, par la valeur nutnerique du produit 

Rcosa, 

II cst d’ailleurs evident : i° que le rayon vecteur projete, si on lui 
donnc pour origine la projection du point A, sera dirige dans le sens 
des X positives ou dans le sens des x negatives, suivant que Tangle a 
sera aigu ou obtus; 2" que le produit Rcosa sera positif dans le pre- 
mier cas, negatif dans le second. Done le produit Rcosa sera equi- 
valent a la projection du I'ayon vecteur R sur Taxe des x, prise avec 
le signe -t- ou avec le signe — , suivant que cette pi’ojection sera 
dirigec dans le sens des x positives ou dans le sens des x negatives. 

De memo. Ids produits Rcos 6 , Rcosc seront respectivemenl egaux 
aux projections orthogonales du rayon vecteur R sur les axes des y 
ot s, prises tantdt avec le signe 4-, tantot avec le signe — , suivant 
que chacune de ces projections sera dirigee dans le sens des coor- 
donnecs positives ou negatives. 

Los trois projections orthogonales du rayon vecteur, prises avec 
les signes que nous venons d’indiquer, sont ce que nous appelle- 
rons desormais ses projections algebriques sur les axes des x, des y 
ct des 5 ; elles sont, en vertu de ce qui precede, equivalentes aux 
trois produits 

Rcosa, Rcos£>, Rcosc. 

Do plus, il est facile de s’assurer qu’elles sont respectivement egales 
aux trois differences 

X y y^i ^ ^ 0 ? 

quand les axes des coordonnees seront perpendiculaires entre eux. 
On aura done alors 

( 1 ) at — a;o=Rcosa, 7o=Rcos5, 3 — a„=:Rcosc. 

Enfin, comme le rayon vecteur et ses projections orthogonales repre- 
sentent la diagonale et les ardtes d’un parallelepipede redtangle, le 
carrd du rayon vecteur serar Equivalent a la somme des carres des 
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trois projections, et Ton aura encoi’e, dans rhypothesc adniis(', 

(2) R^=:(^-^«)*-h(r-ro?+ (=-=..)= 

ou 

(3) R 

Cela pose, on tirera des equations (i) 

— .ro 

r— .n ^ 

^ ^ 0 

[{^ — ^o)’ + ( J — 70)*+ (•= — .So)*]* 

et, par suite, 

(5) cos®a -H cos’t» -t- cos'c = r. 

Les equations ( 4 ) suffisent pour determiner les angles a, h, c, ([ik' 
forme avec les demi-axes des coordonn^cs positives Ic rayon vecl(uir 
mene du point (a:,,, Vo, ^o) (') au point (x,y,s). Elies peuveut el re 
remplacees par la seule formule 

(6) ^ — — = — 

cosa cosl) cosc 

Quant a la formule ( 5 ), clle exprime la relation qui existe toujonrs 
entre les trois angles que forihe uno droite prolongee dans un sens 
quelconque avec les demi-axes des coordonnecs positives. 

Supposons ii present qu’au point(a;„, ^o) on substitue I’origine 
meme des coordonnecs. Si I’on d^signe par r Ic rayon vcctcur mene 
de cette origine au point (37,7,3) et par a, j3, y les angles que forme 
ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnecs positives, les 

(>) Nous indiquerons souvent les points, comme nous le faisons ioi, i I’aide do lours 
eoordonndes renferm^es entre deux parentheses. Q'uelquefois aussi nous indiquerons los 
coiirbes ou surfaces courbes par leurs Equations. 
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lormules (i), (2), (4) se trouveront remplacees par les suiyantes 

(7) X — rcosa, ^'=:/‘COs(3, s — rcosy, 

(8) + 

(9) 


.T 


COSa=— , cos8=:^, 

r r 


cosy = j, 


ct Ton aura encore, entre les angles a, p, y, la relation 

(*o) cos®a + cos^p -Hcos*y = I. 

Si le point (A) est situe dans le plan des x, y, on aura 5 = o, el les 
equations (8), (9) deviendront 

(lO 


rr=:(ic»-t-y2)% 


(12) 


r 


cosa=:~> cos(3 = i^, cosy = o. 


De.plus, la formule (lo) etant alors reduite a 
(*3) cos^oc -h cos^(3 = 1 , 

on on tirera 

(Jt4) cosj3 :=±: v/i — cos^ oc ±: sin a. 

Loncovons (jue, dans la momo hypothese, un rayon vecteur mobilo, 
partant do la position OX, dans laquolle il coincidait avoc le demi-axe 
des a? positives, se meuve autour de Forigine dans le plan des x, y, 
avec un mouvement direct de rotation, et parvienne a la position OA 
apr^s une ou plusieurs revolutions effectuees autour de cette origine. 
Si 1 on nomme p Fangle (ju^il aura decrit, et qui peut etre superieur 
a 4oo degres (nowelle dinsion), r et /? seront ce qu’on appelle les 
coordonnees polaires du point (A). Or, il est aise de voir qu’on aura 
generalement 

(15) ^ = rcos/?, / = rsin/?, 

et par consequent 

(16) Cos/? = “> sin/)=;^- 


OMuvrca de C, — S. 11, t. V. 


3 
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Si Ton compare ces dernieres equations aux formules (12), on on 
con dura 

(17) cosp = cosa, sin/? = cosp. 

II ne s’ensuit pas quo les angles a et P soient necessairoment egaux a 
Tangle et a son complement : car los angles a et ^ doivcnt rest('i’ 
inferieurs a 200 dcgres, tandis quo Tangle p pout croitrc an d(*la <!(' 
toute limitc. On doit mcme observer qu’ii u'n soul point (A) corres- 
pondent une infinite de valeurs de p, qui different les uncs des autres 
par des multiples du nombrc 21:. En’fin, rien n’empcchc d’admellr<‘ 
que, pour passer de la position OX a la position OA, Ic rayon vectenr 
mobile a decrit Tangle p, on vertu d’un mouvement de rotation r 6 fro- 
grade, ot d’attribuer en consequence a cet angle une valour negative, 
tandis que les angles a, ^ sont, d’apres les conventions faitos, <l('s 
quantites essentiellement positives, comprises entro les limiU'.s o etit. 

Nous allons maintenant passer cn revue quclqucs problemos qui se. 
resolvent facilemont a Taidc des principes ci-dessus etablis. 

PaoBLftME I. — Trouver les equations de la drolle qui passe par le. point 
(^o» J'o» -o)> <jtii, prolongee dans un certain sens, forme avec les demi- 
axes des coordonnees positives les angles a, b, c. 

Solution. — Les equations cherch 6 es so trouvent comprises dans 
une formule que Ton tire des equations (i), savoir : 

(18) ^ ^ 0 — y ^ 0 

cos a cos 6 cosc 

Cette formule exprime que les projections algehriques d un rayon vec- 
teur, compte sur la droite en question, sont respectivement proportion- 
nelles aux cosinus des angles fonrds par ce rayon vecteur avec les demi- 
axes des coordonndes positives. Elle fournit les trois Equations 

(iq) ^ ^ -0 ^ ^ — ^0 . y — y o 

' cos 6 cosc ’ cosc cosa ’ cosa ~ cos 6 ’ 
qui a;ppartiennent aux projections de la droite sur les trois plans 
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coordonnes, et dont la derniere estune consequence des deux autres. 
Do plus, comme , en vertu d’un theorfemc d’Analyse {voir Y Analyse 
algebnque, Note II, theorcme XIV), la formulo 

u w' u” 

V ‘ * 

entraine toujours la suivanle 


il — iiL — '—— —-u 

V (>' v" ^ ^ ' 


on conclura de la formule (i8) et de I’equation (5) 


( 20 ) 


■Xo 


cosa 


Lull 

COS^ 


= =- ~ --«>T 


Dans Ic second membre de cetle derniei'e formule, on devra preferer 
Ic signe 4 -, si, comme on I’a suppose, le rayon Yecteur, qui forme 
avec les axes Ics angles a, b, c, se dirige du point (a?o,_yo, So) vers le 
point {x,y, 2), attendu qu’alors chacune des fractions 


x — xq y — fo s — sq 
COS a cos 6 ^ cosc 


sera une quantite positive. On devrait, au contraire, preferer le 
signe , si le rayon vecteur etait cense dirige du point (x,y,2) 
vers le point (x„,y^,2„). Dans le premier cas, oii Ton adopte le 
signe 4-, la formule (20) coincide evidemment avec I’equation (6). 

Corollaire. — Lorsque le point (x^-.yo, s,) est remplace par I’ori- 
gine des coordonnees, les formules (18) et (19) se reduisent a 


(21) 

(22) 


y _ z 


y — 


cosa cos(3 cosy’ 

z X X 


cos|3 cosy cosy cosa cosa cos(3 

Si, de plus, on supposait y = ou cosy = o, la droite cherchee 
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serait comprise dans le plan des x, y, et les equations ( 32 ) donne- 

raient 

COS 8 

(23) 5 = 0, y=^x = .rtang/7 = ±.-clang'a. 

PROBLfiME II. — Trouver I’ angle compris entre deux rayons reclcurs. 
traces dans le plan des x, y, et menes de I’origine, le premier an point 
(®o>yo)» second au point (x,y); ainsi que la surface du triangle 
renfermd entre ces mimes rayons vecteurs. 

Solution. — Soicnt A, B les deux points quo Ton considi'.re, et O 
I’origine des coordonnees. Soient, en outre, /j„, /•« Ics eoordonnees 
polaires du point A, et p, r cclles du point B. Designons par a« et a 
les angles que les rayons vecteurs OA, OB ferment avec le demi-axe 
des X positives, et par [ 3 o> P los angles qu’ils forment avec le demi-axe 
des j positives. Enfin nommons S Tangle AOB compris entre l('s deux 
rayons vecteurs. Un rayon veclcur mobile qui decrirait cot angle, ne- 
cessairement inferieur a 200 degres, on passant dircctemcnt d(' la 
position OA a la position OB, aurait evidemment dans le plan des .r, v 
un mouvement de rotation determine, ou direct, on retrograde, tiela 
pose, concevons que le rayon vecteur mobile, avant de parvenir a la 
position OA, aitdecrit, avec un mouvement de rotation dir(M!t, (d, en 
partant de la position OX, un angle quelconque, qui pourra .snr- 
passer la somme de quatre angles droits : cot angle sera Tune des 
valeurs qu’il est permis d’attribuer a la coordonneo polaire p„. De 
plus, si, en passant de la position OA a la position OB, le rayon vee- 
teur continue do se mouvoir dans le memo sens, Tangle po+o, 
qu’il aura decrit quand il sera parvenu a la position Oli, sera Tune 
des valeurs qu’il est permis d’attribuer a la coordonn^e polaire p. On 
aura done, dans cette hypothbse, 

( 24 ) p=:p^+S. 

Au contraire, si, pour revenir de la position OA a la position le 
rayon vecteur est oblige de prendre un mouvement de rotation r^tro- 
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grade, Tune des valeurs de p sera evidemment 

(aS) p—p^—§. 

Done, par suite, on pourra supposer 

(26) p—p^=±^, 

Ic signe ■+■ ou le signe — devant etre prefere, suivant que le mouve- 
ment de rotation d’un rayon vecteur mobile, passant de la position OA 
a la position OB, de maniere a decrire Tangle OAB, sera un mouve- 
ment direct ou retrograde. Or on tirera de la formule (26) 

(27) cos(53= cos(/> — p^) = cos/Jo cos/> + sin/>o sin/?, 

(28) ± sin 5 = sin (/? — /?,) = cos/?o sin/? — cos/? sin/?o. 


et, comme on aura d’ailleurs, en vertu des formules (17), 
(aq) 

on trouvera defmitivement 


cos/? =cos«, sin/? =cos^, 

cos/?o = cos ao, sin/?o= cos^oj 


(30) cos3 = cosaocosa + cos(3ocos|3, 

(31) ± sin3 = cosao cos^ — cosacos^o* 

Si, a la place des formules (29), on substituait les suivantes 


30 

COS/? = -j 

sin/? ” 

r 

30^ 

QOSpo=—P 
f 0 

sin/?o — 

'*0 


les equations (3o) et (3i) deviendraient respectivement 
(33) , 

(3« 


nr 


r^r 


II suflit de recouri'r k Tequation (3o) ou a Tequation (33) pour deter- 
miner Tangle 8, qui est cens^i toujours positif et inferieur a it. Quant 
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a la surface du triangle compris entre les rayons vectcurs /•„, r, olh* 
sera, d’apres un theorfeme connu do Trigonometric, c(juivalciU(' a la 
moitie du produit 

(35) 7-0 '■s'n'3 =±: — a;yo). 

II est essentiel d’observer que la difference iTj j — .rj,, devra etre, 
dans le second mombre do la formulc (35), affectec du mcme signe 
que Tangle ^ dans le second mombre do Tequation (aG). Par suile, 
Texpression 

(36) . ■ •J(.J^-oy — 

representera la surface du triangle OAB ou la meme surface prises (mi 
signe contraire, suivant que le mouvemont do rotation d’un rayon 
vecteur mobile, passant de la position OA ix la position OB, s(M‘a 
direct ou retrograde.' 

Corollaire I. — Lorsque les rayons vcctcurs ()A, OH font partii^ 
d’une meme droite, on a 


(3j) 0 = 0 ou 3 = IT, cl sin 5 — o. 

Alors on tire dcs equations (28), (3i) ct (34). 


(38) 

(39) 

(40) 


tang/x = uuigjOo, 

co^a (^s(3 \/cos°o{ 4- cos “(3 

COSO!(| COS(3o ^cos*«o-+- cos“P„ 

o! y ^ I- 

^0 J'o '0 


Les doubles signes que renferment les formulcs (39) et (4o) dniveni 
se reduire au signe -f-, lorsque les rayons vectcurs rg, r sont diriges 
dans le memo sens, et au signe — , lorsque ces rayons vectcurs sont 
diriges en sens contraires. 

Corollaire //. — Lorsque les rayons vecteurs OA, ^ sont perpen- 
diculaires entre eux, on a 


(4i) 


3 = 


Tt 

2 


et cos3 = o. 



PRfeLIMlNAIRES. 23 

Alors on tire des formules (27), (So) et (33) 


( 42 ) n-tangpUngpo=o, 

(43) cos«o cosa - 1 - cos|3o cosP'= 0 , 

(44) = 

Ces trois dernieres equations peuvent etre facilement transformees 
Tune dans Tautre. 

PnoRLfeME III. — Trouver V angle compris entre deux rayons vecteurs 
traces dans Vespace, et menes de I’origine, le premier au point (x^, , s#). 

le second au point (^x,y, z); ainsi que la surface du triangle forme par 
ces mimes rayons vecteurs. 

Solution. — Soient toujours A et B les deux points que Ton eon- 
sid'ere; r„, r les rayons vecteurs OA, OB, et S Tangle qu’ils com- 
prennent entre eux. Soient encore a,, po» To? “» T angles 
formes par ces rayons vecteurs avec les demi-axes des x, des y et 
dcs z, prolonges dans le sens des coordonnees positives. Enfin, nom- 
mons R la distance AB. On aura, en vertu des formules deja etablies, 



[ cosa = 

\ r 

cos^ = 

0 

0 

TO 

■ 11 

1 

(45) 

/ 

COS|3o=: — J 
^‘0 


1 *^0 

( cosao= — 5 

1 '‘0 

■So 

cosyo=7-; 

(46) 

( r^=x^-hy’- + z', 

I /■* + 

[ Rs=:(a; — 2;o)*4-(j 

— yo)*+(5 — •®o)’ 



(47) I — 2(a!oa;+ji,y+SoC) 

. [ =z:/’*-4-rJ — 2 Tj r(cosai) cosa + cosPo cos^ + cosyo cosy ). 

Dc plus, dans le triangle OAB, qui a pour c6tes r, r„ et R, le cosim 
de Tangle I sera (en vertu d’un theoremo connu de Trigonometrie) 


(48) 


j C0S5: 


r* -4- rj — R* _ ix:^x+y„y -h ZgS 


fo r 


= cos«i) cos« -h cos(3o cos (3 4- cosyo cosy. 


2^0 r 
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Cette derniere formule suffit pour dkerminer Tangle S compris entre 
les limites o et u. On en deduit facilement la valour do 


sin (5 = vT^—cosM , 

et Ton trouve 

— [(^0 +7o + "d ) H- + S° ) — +/o 7 -h 

/•or 

— — J^o)^-+- (~o^— (-ny — ^ 7 o )°]° 

/■or 

= [(cos(3o cosy — cos(3 cosyo)-+ (cosyi cosa — cosy (^osa„)'/ 

1 

+ ( cos ao cos |3 — cos a cos Pu )’ T'‘ . 

Si maintenant on applique les rayons vecteurs /•„ et r par Ic sinus do 
Tangle S, on obtiendra le produit 

1 

(5o) 7-0 r sin 5 = [( 705 — 730 )®+ (5«a? — 3a'o)®+ (a?oy — «‘ 7 „)“]*, 



dont la moitie, savoir 


(oi) 


1 



represcntera precisement la surface du triangle OAB. 

Corollaire /. — Lorsque les rayons vecteurs ()A, OB font purlie 
d’une meme droite, on a 

( 37 ) •5 = 0 ou 5 = :t ct sind=zo. 


Alors on tire de la formule ( 49 ) 


(52) 7 i,c — 75„z=o, St^ — sxa = 0 , a7o7 — a:7„=:o, 


(53) 

et, par suite, 


cosPo cosy — cosp cosy, = 0 , 
cosyo cosa — cosy cosao = 0 , 
cosao cosP — cosa cosPo= 0 


(54) 


a: y s 

cosa _ cos|3 cosy _ 

cosao ~ cosjSo cosyo 




( 55 ) 
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Les doubles signes que renferment les formules (54) et (55) doivent 
etre remplaces par le signe -+- lorsque les rayons vecteurs r^, r sont 
diriges dans le meme sens, et par le signe — lorsque ces rayons vec- 
teurs sont diriges en sens contraires. 

Corollaire II. — Lorsque les rayons vecteurs OA, OB sont perpen- 
diculaires entre eux, on a 

(40 (5 = - et cosi5 = o; 

et Ton tire do I’equation (48) 

(56) aJoa:-(-yo y-+-So- — o 
Oil, ce qui revient au meme, 

( 57) cos«„ cosa -I- cosj 3 o cos (3 4- cosyo cosy = 0. 

Bociproquement, si la condition (Sy) cst remplie, I’angle S sera droit, 
et les rayons vecteurs r„, r seront perpendiculaires entre eux. 

Corollaire III. — Les projections du triangle OAB sur les plans 
coordonnes sont respectivement egales {voir le second problfeme) 
aux valours numeriques des quantites 

(58') g — ysp ^ £o£.zii£?, -=^0 y — 

Cela pose, il resulte evidemment de la formule (5i) que la surface 
plane OAB est dquivalente a la racine carree de la somme des carves 
dc ses projections. Ce theoreme etant ainsi demontre pour la surface 
d’un triangle, il sera facile de I’etendre a une surface plane quel- 
conquc. 

Corollaire IV. — Considerons maintenant deux dcmi-axes qui, abou- 
tissant, non plus a I’origine des coordonnees, mais a deux points dif- 
f6rents de Tespace, ferment toujours, avec les axes des x,y &t s pro- 
longes dans le sens des coordonnees positives, des angles representes 
par les lettres,a„, po, yo; a, p, y- Ces deux demi-axes seront censes 

06'«fre.? rfe C. - S. 11, t. V. 
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former entre eux le meme angle que deux demi-axes paralleles <>( 
prolonges dans lo meme sens a partir de I’origine des coordonnocs. 
Done, si Ton nomme S Tangle des deux demi-axes proposes, on aura 
encore 

(48) costJ = cosaco cosa cos(3o cos(3 ■+- cosyo cosy 


et 


(49) 


sin3=^ [(cos(3„ cosy — cosj3 cosyo)*-1- (cosyo cos« — cosa cosy,,)- 

1 

■ -(- ( cos ao cos {3 — cos a cos (3,, )■■“ 1 - . 


Si Tangle S se reduit a zero ou a 200 degres, les deux d(‘.mi-axes 
deviendront paralldes, et Ton aura 


(55) cosa _ cosj3 _ cosy 

\ ' cosa,, cos(3o cos'/o 

le signe -1- ou le signe — devant etre prefere suivant que les deux 
demi-axes seront prolonges dans le meme sens ou cn sens contrail's. 
Si Tangle S se reduit a un angle droit, on pourra mencr par I’un des 
demi-axes un plan pcrpendiculaire a Tautre, et Ton trouvera 


( 57 ) cosao cosa - 4 - cos(3o cos(3 -t- cosyo cosy =■ 0 . 


Corollaire T. ~ En s’appuyant sur la formule (4^), on peut faeile- 
menl transformer les coordonnees rectangulaires cc, y, s en d’autres 
coordonnees rectangulaires S, y], comptees sur des axes qui passenl 
toujours par le point 0 et qui, prolonges dans le sens des coordonnees 
positives, forment respectivement avec les demi-axes des x, y, s posi- 
tives le premier les angles ao, To> second les angles a,, p,, y,, le 
troisi^me les a'ngles cc^, pa, ya- En effet, soit toujours r lo rayon vcc- 
teur mene de Torigine au point {x,y, z). On aura 


(59) 


e==.r=-t- 7 '-l- 32 


De plus, les cosinus des angles que forment, d’une part, ce rayon 
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vecteur, et de I’autre, le demi-axe des ? positives, avec les demi-axes 
des ir,yetj: positives, etant respectivement 

X y s' 

— 5 J —9 

/* 7* r 

cosKo, cosPo, cosyo. 

la somme des produits qu’on obtient en multipliant ces cosinus deux 
a deux, savoir 

^ . X cos «o + y cos Po + s cos y o 


representcra [en vertu de la formule (48)] le cosinus de Tangle com- 
pris entre le detni-axe des ^ positives et le rayon vecteur r. Ce dernier 

p 

cosinus pouvant d'ailleurs etre exprime par le rapport on aura 
necessairement 

1 — ^ CQS ^0 + .V cos (3o 4- g cos yo 
r r 


et, par suite, 

(60 


=i:^cosao + /cos(3o-i- ccosyo^ 
On trouvera clc meme 

■n = X cosai-f- j c6s(3i 4 - - cosyi, 
C z=:^*cosa2 4- y cos{ 324- cosys* 


Les equations ( 6 i) suffisent pour determiner v], C en fonctions 
de X, y, s, et reciproquement. On pent y echanger les coordon- 
nees y], K avec les coordonnees x, y, z, pourvu que Ton y ^change 
en meme temps a, avec po, a, avec yo et Pa ^''^ec y,. On trouvera de 
cotto maniere 

/ j: = ^ cos «(,+ Y] cos «!-(-? cos as, 

( 62 ) ^ = ^cosPoH- Y) cos Ceos jSs, 

( 5 ^ cosyo ■+■ Y) cosy, ■+■ C cosys. 

Enfin, comme les nouveaux axes des coordonnees sent perpendicu- 
laires entre eux, les. cosinus des angles qu’ils forrnent avec les axes 
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de. os, y, s ne satisfci’ont pas seulemeiit aux conditions 

j cos®ao+ cos*po 4 - cos®yo= 

(63) I cos‘-«i-i- cos=|3i+ cos--/,= I, 

( cos-aj + cos^j 3 j-t-cos^y 2 r=i, 

mais encore anx suivantcs : 

/ COSa, COSa 2 + COS|3i COS^jH- cosyi cosy^rr: 0, 

(64) I cosajCosotoH- cos^s cosPoH- cosyj cosy„-=: 0 , 

( coSKo cos«, cosj3DCOsPi4- cosyo cosyi = o. 

On arrivcrait aux memes conditions cn substituant Ics valours do 
v], C donnees par les formules (6i) dans I’^uation 

puis egalant dans les deux rncmbres les coefficients des carros .r“. 
J-, 5- et des doubles p.roduits zys, o.zx, o.xy. Ajoutons qut', ii 
I’aide des conditions ( 63 ) et ( 64 ), on pout deduire immediatoment 
les formules ( 6 i) des formules (62). 

PaoBLiiME IV. — Trouver les equations d'un plan passant pur le 
point (a 7 |,, jft, 5 „) et perpendiculaire a la droite qui, prolongee dans 
un certain sens, forme, avec les demi-axes des coordonnees positives, 
les angles 'k, [x, v. 

Solution. — Soienta;, j, z les coordonnees d’un point quelconquo 
dll plan et R le rayon vecteur mene du point (a?,,, s,,) au 

point (x,y,z). Les cosinus des angles que forme ce rayon vectour 
avGc les demi-axes des coordonnees positives dtant respoctivomont 

X Xq y Vj s — Sq 

R ’ R ’ "11“’ 

le cosinus de I’anglc compris entre ce m6me rayon vecteur et la droilo 
donnee sera [en vertu de la formule (48)] 

{x — Xa) COsXh- (/ — y„)COSfJL-(- (3 — 3o) COSV 

R 


( 65 ) 
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De plus, le rayon vecteur R, etant renferme dans le plan, sera cense 
former un angle droit avec chacune des lignes perpendiculaires an 
plan. Done le cosinus represente par I’expression ( 65 ) sera nul, et 
Ton aura 


(66) {x — x^) cosX 4 - (7 — yo) cosp.+ {z — -j) cosv = o. 

Cette derniere equation est celle qu’il s’agissait d’obtenir. 

Gorollaire I. — Representons par k la perpendiculaire abaissee de 
I’origine des coordonnees sur le plan que Ton considere, et suppo- 
sons que les angles A, [x, v soient precisement ceux que forme cette 
perpendiculaire avec les demi-axes des coordonnees positives.. Enfin 
designons par r le rayon vecteur mene de I’origine au point z). 
Le cosinus de Tangle aigu compris entre ce rayon vecteur et la per- 
pendiculaire k sera evidemment 


X ^ r s a? cosX -H y cosw. -H 3 cosv 

— cos A -I- — cosw H — cosv = ^ <- 

r r ‘ r 


K 

Ce meme cosinus pouvant etre exprime par -j on aura en consequence 


X CQsX + y COSfX H- z cosv 

/• 

et I’on en conclura 


r 


(67) X COSTt H-y COSjJ. + - cosv zz: k. 

Telle est la forme sous laquelle se presente Tequation du plan quand 
on y introduit la constante ^ a la place des coordonnees a^o, 

Au reste, pour revenir de Tequation (67) a la formula (66), il suffit 
d’attribuer '& x, y, z les valeurs partyjulieres x^, y^, z^, puis d’eli- 
miner la constante k entre la formula ainsi obtenue, savoir 


(68) • dJo cosA -f- Jo cosjjn-5o cosv = A', 

et Tequation (67). 
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Corollaire II. — Si Ton fait, pour abreger, 


(69) 



COSfX __ ^ 
/c 


cosv _ ^ 


on en conclura, en supposant toujours la constanle Ic positive, 


(70) 


v/A= + B- + C-'‘ 

COSX = 

v/A= + B=-(-C^ 


(70 


{ cos pi = 


cosv = 


B 


\/A^iF+rJ 

c ^ 

v/A*h-B'- 


et la formule (67) clevienclra 
( ^ 2 ) A ^ H— “+~ ^ ^ J • 

Cette dernicre equation cst done celle d’un plan qui esl perjunulicn- 
laire au demi-axe trace de manierc a former, avee Ics demi-axes des 
coordonnees positives, les angles p., v determines par los for- 
mules (71), et qui coupe ce demi-axc a une distance Ic (hi I’origint', 
la valeur de A etant don nee par la formule (70). 

Corollaii-e III. — Si Ton supposait 

, cos}i A cosjLf. B cosv C 

(7^0 nr-i)’ 

les formules (70) et ( 71) se trouveraient remplacees par los suivantes 


(74) 





_D 


cosX =± 
cospi = ±: 
cosv =±: 


A 

s/a^Tb^cp’ 

B 

v/A^-f-B'-t-C^’ 

C 

v''A?T5^Tc=’ 
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dans lesquelles on devrait preferer le signc -+- ou le signe — , suivant 
que la quantite D serait positive ou negative. De plus, I’equati'on (67), 
ramenee a la forme 

(76) Aj? + B7 + G5 = D, 

serait celle d’un plan mene par I’extremite du rayon vecteur k et per- 
pendiculaire a ce rayon, que Ton suppose trace de maniere a former 
avec les demi-axes des coordonnees positives les angles [a, v. 

Prodleme V. — 6tant donnes les angles a^, p,,, et a, [3, y> que deux 
rayons vecteurs OA, OB, mends de I’origine aux points A et B, forment 
avec les demi-axes des coordonnees positives, on demande les angles 
A, p., V que forme, avec les mimes demi-axes, la perpendiculaire OP 
dlevde par V origine sur le plan du triangle AOB. 

Solution. — La droite OP devant etre perpendiculaire a chacun des 
demi-axes OA, OB, on aura£en vertu de la formule (Sy)] 

( COS«o COSX + cosfio COSW -h COSyo cosv = o, 

{ cosa COSAH-COSp CDSp-l-COSy cosv = o. 

De plus, les angles 'k, p., v devront satisfaire a I’equation de condition 

(78) COS^X -H COS®p.-|- cos-v = I. 

Les formulas (77) et (78) suffisent pour determiner, aux signes pres, 
les valeurs des quantites cosX, cosp., cosv. Si entre les equations (77) 
on elimine successivement ces trois quantites, on obtiendra trois 
autres equations comprises dans la seule formule 

cos A cos p 

cos| 3 o cosy — cos (3 cosyo ~ cosyo cos a — cosy cosao 

cosv 

cos«o cos^ — cosa cosPo 

Soient maintenanf ajj, jo> -0 I^s coordonnees du point A; x, y, 
celles du point B; r^, rles rayons vecteurs OA, OB et S Tangle com- 
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pris entre ces memes rayons. On tirera de la formule (79)’ ayant 
egard aux equations (49) et (78), . 

cosX 

:os (3o cos -f — cos (3 cos y » 

_ CQSfl 

~ cos yo cos a — cos y cosato 

_ cosv 

~ cos Wo cos (3 — cos a cos (3„ 

(cos-X + COS^p H- cos^m )^ 

[(cos Po cosy — cos p cosyo)^+ (cosyo cosot — cosy cosai,)’+ (cos ajcos p — cos a cos 

sinS’ 

et par suite 

,q . COsX _ cosp. COST) ^ I 

' /o - — ~ Socu — zxo “ — xy„ /'o /■ sin 3 

Le double signe dont se trouvo affecte Ic dernier membrc de cliacune 
des formules (80) et (81) indique deux systemes de valours des 
angles A, p, v, qui correspondent aux deux directions suivant les- 
quelles on peut prolonger la droite OP a partir du point 0. Si cett(‘ 

■ droite est prolonged dans un certain sens, on dcvra rednire le doulsle 
signe au signe +, et Ton tirera des formules (80) et (8 1) 

cos Po cosy — cosp cosyp /-o 

sinS ” /’o/' sill 3 ’ 

cosyo cosa — cosy cos«o — sx^ 

sin 5 /'orsiu^ ’ 

cosao cosp — cos« cospo _ aioY — xy^ 
sin3 ~ rors'inS 

Si la droite OP est prolongee en sens contraire, les cosinus des aiigbis 
X, p, V changeront de signe, et ces angles se trouveront remplaces par 
leurs supplements. II ne reste plus qu’a determiner le sens dans 
lequel il faut prolonger la droite W pour que les ^nations (82) 
soient v6rifiees ou, ce qui est encore plus simple, pour que chacune 




PREHMINAIRES. 


33 


(les trois fractions 

cos^ cosfi cosv 

^0^ ‘^•^0 ^^y ^y^ 

et par consequent la derniere des trois, ait une valeur positive. Or il 
cst facile de s’assurer que cette condition sera remplie si la perpen- 
diculaire OP a ete. prolongee dans un sens tel qu’un rayon mobile, 
assujetti a tourner autour du point 0, et a parcourir Tune apres 
I’autre, avec un mouvement de rotation direct, les trois faces de 

ft 

Tangle solide OABP, soit oblige, pour decrirc Tangle AOB,*de passer 
de la position OA a la position OB. Admettons, en effet, cette hypo- 
tliese. Le rayon mobile, en passant de la position OA a la position OB, 
aura evidemment un mouvement de rotation direct, non seulcment 
autour du demi-axe OP, mais encore autour du demi-axe des z posi- 
tives, si ces deux demi-axes sont situes du meme cote du plan AOB, 
c’est-a-dire s’ils forment entre eux un angle aigu, ou, ce qui revient 
au meme, si le cosinus de cet angle, savoir cosv, est positif. Au con- 
traire, si cosv est negatif, ou si Tangle v est obtus, les deux demi-axes 
n’etant plus situes du meme cote par rapport au plan OAB, le mou- 
vement du rayon mobile sera retrograde autour du demi-axe des z 
positives. Soient d’ailleurs OA', OB' les projections des rayons vec- 
teurs OA, ^ sur le plan des tv, y, ou, en d’autres termes, les rayons 
vecteurs menes dans ce plan de Torigine des coordonnees aux points 
(iPcjo) et (^ j)- Tandis que le rayon mobile passera, dans le plan 
OAB, de la position OA a la position sa projection sur le plan 
des X, y passera de la position OA' a la position OB'; et lo mouvement 
de cette projection autour de Taxe des z sera evidemment de meme 
espece que le mouvement du rayon mobile, c’est-a-dire direct ou 
retrograde, suivant que la quantite cosv aura une valeur positive ou 
negative. De plus, il suit des remarques precedemment faites (voir le 
problfeme II), que la difference 

— ay'o 

sera positive dans le premier cas, negative dans le second. Done cette 

OEufres de C. — S. U, t. V, ^ 
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diflFerence et cosv scront, dans riiypothese admise, des quantitos de 
meme signc, ou, en d’autres termes, la fraction 

cosv 

sera positive, ce qu’il s’agissait do dcmontrcr. ■ 

PROBLfiME VI. — Eiant donnes les angles yo? “t » Pi . Yi ; «». Pa* Ta* 

que ferment avec les demi-axes des coordonnees positives trois rayons vec- 
teurs mends de I’origine, le premier au point (^x^,y^, sf), le second an 
point le troisieme au point (®a>ya»-a)» demande les 

angles que chaque rayon vecteur forme avec le plan des deux autres, el 
le volume de la pyramide triangulaire comprise enlre ces rayons vecteurs. 

Solution. — Soient A, B, C les trois points que Ton considoro, ct 
designons par r,, r^, r^ les rayons vecteurs OA, OB, OC. Soient cn 
outre § 0 , S,, Sj les angles respectivement compris entre les rayons 
vecteurs/", etr^, etro, Tq etr,. Enfin, representons par les 

angles que chacun des rayons vecteurs r#, r„ forme avec le plan des 
deux autres et supposons qu’un rayon mobile, assujetti a tourner 
autour du point 0, et a paredurir avec un mouvement do rotation 
direct les trois faces de Tangle solidc OABC, I'encontrc toujours les 
rayons vecteurs r^, r^, dans Tordre qu’indiquent les indices 

0, I, 2, 

ranges de maniere a offrir les trois premiers termes d’unc progression 
croissante. Dans cette liypothdse, si Ton nomme X, [x, v les angles <[uo 
forme avec les demi-axes des coordonndes positives un dorai-axc OP 
perpendiculaire au plan du triangle AOB, et situc par rapport ii ce 
plan du meme cote que le rayon vecteur r^, on trouvera (probldmc 
precedent) : 

cos (3, cos/t— cosPi cosyo _ JilflZlZlf® 
sinSj To /'i sin 5s ’ 

cosyo cosiXi — cosy, cos«o a, 

sin^s ~ ToASinSs 

cos «o cos |3| — cos g, cos (3o g^o/i — 

sin 5, • ~ roTiSinSj 


I cosX 

, COS/i 


cosv 
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De plus, I’angle COP, compris entre le rayon vecteur r, et le demi- 
axe OP, etant un angle aigu, son cosinus sera positif, et par conse- 
quent egal au sinus de Tangle aigu ou obtus e,, compris entre le meme 
rayon vecteur et le plan OAB perpendiculaire au demi-axe OP. On 
aura done 

sin Ej = cos (COP ) = cos aj cos X -f- cos |3j cos fi + cos yj cos v ; 

puis, en substituant aux quantites cosl, cospi, cosv leurs valeurs 
tirees des equations ( 84 ), on trouvera 

cosap cosp 1 ensyg— eos«o cosp; cosyi + cos«i cosp; cosy o— cosai cos^o cosfi+ cosaj cosPo cosy, — cosetj cosPi cosy p 

sinS> 

■fo/i 3s— JjJi -H JiJtZo— xi j-Q Zj + Jj/pzi— Jjji So 
rjriCjsinSi 

Pour deduire de la formule precedente les valeurs de sins, et de sins,, 
il sufBra de remplacer successivement la quantite sinos par sinS„ 
et sinS|. On obtiendra par ce moyen deux equations nouvelles, qui 
seront, ainsi que Tequation (85), comprises dans la formule 

sin ip sinsj= sinJ, sine,= sinJjsinE. 

= cos«oCOsPi cos’/j- cosapCosPs cosyi 
-f cos «i cos Ps cos y, — cos a, cos Pp cos yj 
-t- cosaj cos^p cosyi— cosaj cospi cosy,, 

OU, ce qui revient au meme, dans la suivante : 

r, /'i rj sin ^0 sin £ 0 = Tp r, r, sin 5i sin 6, = rp r, Cj si n 3 j sinsj 

+ a!,7,So-a!iyp«s 
+ aJs/j5i-a!jyiip. 

Quant au volume de la pyramide triangulaire OABC, il sera quiva- 
lent a la surface du triangle OAB, e’est-a-dire a Texpression 

-rpriSinJj, 

2 

multiplicB par Ib ti6rs d6 1^ pcrpcndiculairB abaiss66 du point C sur 
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le plan de ce triangle. Or, cette perpendiculaire etant evidcmment 
repr.esentee par le produit 

/•j cos (COP) = r'i sinsj, 


il en resulte quo le volume cherche aura pour mesure la quantile 

(88) i /•o/’t/'iSinSsSinEj, 

a laquelle on pent substituer I’exprcssion 

( 89 ) ^ ( «o y 1 •=! — y s 5, -h /s So — 7o Sn -H a;s‘y 0 =1 — y t So ) . 

Pour obtenir avec leurs signes les termes compris cntre parentheses 
dans cette derniere fo'rmule, il suffit dc multiplier I’un par I’autrc les 
trois facteurs x,y, z, en les ecrivant dans I’ordre naturel qui indique 
le mouvement de rotation direct d’un rayon mobile assujetti a par- 
courir successivement les trois faces de I’angle solide forme par les 
demi-axes des coordonnees positives, puis de placer au has de oes 
facteurs Ics indices o, i, 2, ranges dans un ordre quelconque. En 
formant toutes les combinaisons possibles, on obtiendra six produits 
diff'erents, dont chacun devra etre pris avec le signe + ou ave(! le 
signo — , suivant que I’ordre dans lequel se trouveront disposes b^s 
trois nombres o, 1,2, indiquera un mouvement direct ou retrograde 
d’uii rayon vecteur mobile assujetti a parcourir successivement Ics 
trois faces de Tangle solide OABC. La mSme regie s’appliquc a la 
determination des signes des termes compris dans le second membre 
de la formule (86), quand on substitue aux facteurs ac, y, z les fac- 
teurs cosa, cos^, cosy. Ajoutons que cette rfegle, a laquelle nous 
sommes parvenus en supposant qu’un rayon mobile, assujetti a par- 
courir avec un mouvement de rotation direct les trois faces de Tangle 
solide OABC, rencontrait les rayons vecteurs a,, r,, dans Tordre 
indique par la combinaison 0, i, 2, subsisterait egalement si Ton 
admettait la supposition qontraire. Alors, en effet, les valedrs de 
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cos)., cosiA, cosv venant a changer de signe (wie probleme prke- 
dent), I’expression (89) et les seconds membres des formules (86), 
(87) en cliangeraient aussi, de maniere que les termes prkedemment 
affectes du signe +, le teraie par exemple, se trouveraient 

affectes du signe Mais il est clair que, dans la nouvelle supposi- 
tion, la combinaison 0, t, 2, au lieu d’indiquer un mouvement de 
rotation direct sur les faces de Tangle solide OABC, indiquerait un 
mouvement de rotation retrograde. 

CoToUaire I. — Le parallelepipede dans lequel trois aretes coin- 
cident avec les rayons vecteurs r,, a un volume six fois plus 
grand que celui de la pyramide OABC, et par consequent egal a la 
valeur numerique du polynome 


(90) "S — ^o/s *1/0 *S+ ■^'2/0 ^2j'i *0" 


Corollaire II. — La formule (86) fournit le moyen de transformer 
les coordonnees rectangulaires x, y, z d’un point quelconque de Tes- 
pace en coordonnees rectilignes t], comptees positivement sur les 
demi-axes M, M, OC, e’est-a-dire sur les rayons vecteurs r,, r.^ 
En elBfet, soit r le rayon vecteur mene de Torigine au point {x,y, 5 ), 
et supposons les rayons vecteurs r,, r,, disposes comme ils doivent 
Tetre pour que la formule (86) subsiste. Alors, si les rayons vec- 
tcurs r„ r sont situes du meme cote du plan OBC, Texpression qu’on 
obtiendra en divisant par sin^o l6 second merabre de la formule (86), 
et remplagant dans ce second membre cosa^ par -j cosp, par j> cosyo 

par p savoir 


(90 


X (cos Pi cosys- cos|3a cosyi) -H j(cosyi cosoc;- cosy; cosa,) -i- j(cos«i cosP;- cosg; cos M ^ 


r sin^o 


representera le sinus de Tangle forme par le rayon vecteur r avec le 
plan BOC, et le produit de cette expression par r, savoir 


(92) 


a?(cos| 3 i cosys“-oos(3j cosyj) +y(cosyiCOsa 3 — co s cos ai ) 4- ^ (cosai cos Pa — cosoc^ cqs^i ) 

sin Jo 
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designera la perpendiculaire abaissee du point (x,y,z) sur lo plan 
dont il s’agit. Les expressions (91) et (92) represcntcraicnt le memo 
sinus et la meme perpendiculaire, pris avec le signe — , si le rayon ' 
vecteur r n’etait plus situe par rapport au plan BOC du memo cote 
que le rayon vecteur r^. De plus, il est facile de s’assurer que le 
produit 

(98) ^SiD2„ 

representera encore la perpendiculaire en question, prise avec le 
signe + dans le premier cas, et avec le signe — dans Ic second. 

Cela pose, en egalant I’expression (92) au produit (98), on trouvera 

ar(cosj3i cosyj— cospj cos y,) +y(cosyi cos a,— cosy; cosa, ) + j(co5a i cos|3s— coscij eosp,) 

^ sin 3o sin £,, 

Apres avoir ainsi calcule la valeur de on formera do la memo ma- 
niere les valeurs des coordonnees r] et puis, en ayant egard a la 
fbrmule (86) et faisant, pour abreger, 

IIJ= cosKoCosPiCOsya— cos«oCos(3jCosyi 
( 90 ) j H-cosa, cos|3jcosyo— cosaiCos(3|,cosyj 

[ +cosajCosPiiCosyi— cos«jCos(3i cosy,,, 

on obtiendra les equations 

x(cos(3i cosyj - cosp, cosy,) +,)'(cosyi cosa,— cosy. cos«,) -f stcosa, cosPs— cosetj cosjJ,) 

: ^ . .. , 

JT (cos (3j cos yo — cos (3o cos y, ) + /(oosy, cos «( - cosyo cos a, ) + s (cos a, cos (So — cos a,, cos (3, ) 

^■(cosPjCosy, — cos(3icosyo)+y(cosy,cosa, — cosyicosan) + s(cosao cos (3,— cosa, cos p,,) 

B : ’ 

qui determinent vj, ( en fonctions de x, y, z, et reciproquement. 

Dans la supposition que nous avons admise pour etablir ces Equations, 
les mouvements de rotation directs, sur les faces de Tangle solide 
forme par les demi-axes des coordonnees positives,^ ne ebangerit pas 
de nature, lorsque au systeme des coordonnees rectangulaires x, y, z 
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on substitue le systeme des coordonnees obliques -q, et le mou- 
vement de rotation. direct dans chacun des plans coordonnes autour 
du demi-axe perpendiculaire a ce plan est, pour les deux systemes a 
la fois, ou un mouvement de droite a gauche, ou un mouvement de 
gauche a droite. Dans la supposition contraire, le dernier membre de 
la formule (86) changerait de signe. Mais, comme le numerateur de la 
fraction comprise dans le second membre de la formule (94) en chan- 
gerait aussi, on deduirait toujours de ces deux formules combinees 
la premiere des equations (96). Par consequent, les formules (96), 
dans lesquelles la quantite D est determinee par I’equation (90), sub- 
sistent, quelle que soit, dans chacun des deux systemes de coordon- 
necs, la disposition des demi-axes des coordonnees positives. 

Pour Miminer des equations (96) les quantites y et 5, il suffit 
d’ajouter ces equations, apres les avoir respectivement multipliees 
par cosa„, cosa, , cosaj. En operant ainsi, et^ayant egard a la for- 
mule (95), on trouvera 


( 97 ) 


a; = ^cosao-t-Y) cosaj-f-Ccosaj. 
On trouvera de mSme 

y 3 = I cos (3o -f- T) cos (3i -+- ? cos Ps, 
s = ^ cosyo -H n cosyi -I- ? cos’/j- 


Ces dernieres formules pourraient etre etablies directement par la 
simple consideration du rayon vecteur r successivement projete sur 
les trois axes des x,y, s. Elies ne different pas des formules (62), 
qui se trouvent ainsi etendues au cas m^me oii il s’agit de remplacer 
un systeme de coordonnees rectangulaires par un systfeme de coor- 
donnees obliques. . 

Corollaire III. — La formule (86) subsiste evidemment, quel que 
soit le point auquel aboutissent les trois rayons vecteurs r^, r,, et 
dans le cas meme oil ce point ne coincide pas avec I’origine des coor- 
donnees. 

Corollaire IV. — Si les rayons vecteurs r^, r,, r^, au lieu d’aboutir 
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a un point unique, aboutissaient ii trois points differenls do I’espacc, 
chacune des trois quantites 

sinEg, sinsi, situ,, 

dtominees par la formule ( 86 ), representerait Ic sinus do Tangle 
que forme un de ces rayons vecleurs avec un.plan paralleic aux deux 
autres. 

Corollam V. — Lorsque les rayons vecteurs r,, r.^ sonl pcrpon- 
diculaires Tun a Tautre, les quantites ag, a,, a^, ^g, ... verifient les 
equations (63) et (64). En meme temps, chacun des angles 

^0, ^1, hi ^1, Eg 

se reduit a un angle droit; et. en supposant les rayons vecteurs r„, 

r„ r, disposes comme ils doivent Ttoe pour que la formule ( 86 ) 

subsiste, on tire de cette formule 
« 

( 1= cosaocosj^icosys—cosoto cospa cosy, 

(98) 4-cosa,co3P2COsyo— cosajCOsPo'COsya 

( + cos«2 cosPo cosy,— cos«2 cosp, cosyo. 

Si Ion adoptait la supposition contraire, le dernier mcmbre de la for- 
mule ( 86 ) changerait de signe, et Ton trouverait 

l I =— cosao cos pi cosyjH- cos^o cosPs cosy, 

(99) ’ I — cosaiCosPjCosyo+cosocjCosPoCosya 

[ -costxjcospocosyi-hcosocjcospicosyo. . 

Les formules ( 98 ) et ( 99 ) sont comprises Tune et Tautre dans la sui- 
vante 

(too) i=,(co8oii,eosPiCOSY2— cosaoCOs^sCosyt+cosaiCos^aeosYo-cosaiCosPoCOSYa+cosaaCosPoCOSyi-iiosajCosPiCOSYo)®! 

a laquelle on pent arriver directement, en combinant ensemble les 
quations (63) et(64). - 

pROBL^ME VII. — Troimr la plus courte distance entre ladroite menie 
par le point (^To, de maniire a former am les demi-axes des 
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Rm£ = 


coordonnees positim les angles Yof menee par le 

point de maniire a former am les mSmes demi-axes les 

angles a,, Y^. 

» 

Solution. — Soil r le rayon vecteur mene du point (a;,,, j,,, s,) au 
point (aj,,j|,s,). Soit de plus S Tangle compris entre les droites 
donnees, chacune etant prolongee dans le sens que determinent les 
valeurs des angles a,,, p,, yj ou a,, y,; et noramons s Tangle 

forme par le rayon vecteur r avec un plan parallele aux deux droites. 
Le produit 

sin S sins 


(voir le probleme precedent et son corollaire III) sera quivalent, au 
signe pres, a la quantite qu’oii obtient en rempla?ant, dans le der- 
nier membre de la formule (86),- 


^0 

cosoca par 


cosps par 


cosj/j par 


On aura, en consequence 

f,r,-»VcosS«cosYt-cosPiCOS-/o)+(ri-/oKwsT»“8«ti-cos'[,cosa„)+-f5,-s,){eos!£oeosPi-eosjiCOS?i)) 

± ~ ^ i^siiiS 

D’ailleurs, si, apres avoir mene un plan parallele aux deux droites 
donnees, on projette le rayon vecteur r sur un axe perpendiculaire 
k ce plan, la projection, representfee par le produit rsins, sera evi- 
demment egale en longueur a la plus courte distance entre les deux 
droites. Done cette plus courte distance sera determinee par la for- 
mule 

I rsine=± [(ari-®o) (cos p, cosy, - cos^icosyo) 

(102) 1 +(y,-j,)(cosyocosa,-cosyi cosaj) 

I + (si — 5 , ) (cosaj cosPi— cosa, cosP,)]. 

Pour savoir si le dernier membre de cette formule doit etre affecte du 
sigife -H o.u du signe — , il sufiSra de mener par le point (®i),yo'®o) 
deux demi-axes qui forment avec ceux des coordonnees positives, 

0!EiB're»<fcC.-S.n,t.V. ^ 
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le premier les angles a„, le second les angles a,, p,, y,, (*(. 

d’examincr si un rayon vcctcur mobile, qui decrirail I’angle compris 
entre ces deux demi-axes de manicre a rencontror le premier avani 
le second, aura, autour dn rayon vecteur r, un mouvemeni do rofa- 
1 ion (lirecl ou retrograde. 

Corollaire. — Lorsque les droites donnees se rencontiV'iU, leiir |)Iiis 
conrte dislance s’6vanouit, ot Ton a par suite 

1 (a:i — .«„) (cosPoCosy, — cos[3, cosy,,) 

+ (/i — Jo) (cosyo cosai— cosyi cosko) 

4- {Si — So ) (cosaocospi— cos«, COS(3o) = 0. 
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PREMIERE LEgON. 

mCLINAISON u’nNE COURBE PLANE EN ON POINT DONNfi. EQUATIONS DE LA TANGENTE 
ET DE LA NORMAIE A CETTE CODRBE. 


Coiisiderons une courbe plane representee par une ^nation entre 
deux coordonnees rectangulalres x, y. Designons par l^x, tyy les ac- 
eroissements simultanes que prennent x et y dans le passage d’un 
point a un autre. Menons par le point (oc,y) un demi-axe parallele a 
I’axe des x et dirige dans le sens des x positives. Enfin, concevons 
qu’iin rayon vecteur mobile, applique d’abord sur ce demi-axe, tourne 
autour du point {x, y) avec un mouvement de rotation direct ou retro- 
grade, et s’arrete, apres une ou plusieurs revolutions, dans une posi- 
tion telle qu’il coincide alors avec la corde menee du point {x,y) au 
point (a; -i- Aa;, j -F- Ay). Si Ton nomme tj Tangle qu’aura decrit le 
rayon vecteur, cet angle etant pris avec le signe -f- ou avec le signe — 
aelon que le mouvement de rotation aura ete direct ou retrograde, il 
sufBra, pour determiner tangcr, de remplacer, dans la seconde des 
formules ( 23 ) de la page 20, x par Aa;, y par ^y, et p par zs. On aura 
done 

Av 

(I) tang5y = --- 

Si, de plus, on designe par I, rj les coordonnees variables de la corde 
ou secante menee du point (^,y) au point (x--hAx,y-i-Ay)f on 
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aura encore 

( 2 ) 

et par suite 

(3) 
ou 

(4) 

On pourrait, au rosto, etablir directenaent la dcrnierc equation, on 
projetant successivement sur les axes des x el des y Ics deux lon- 
gueurs comprises, d’une part, entre le point {x,y) et le point (^, yj); 
de I’autre, entre les points {oD,y) et (a? -f- A.a;, j h- A j). En cfTct, il 
serait facile de reconnaitre : i® que chacune des fractions 

n —y g — ^ 

Hiy Lx 

cst 4quivalente, au signe pres, au rapport entre les projections des 
deux longueurs sur le mcme axe, et par consequent au rapport des 
longueurs elles-raemes; 2 ® que ces deux fractions sont des quanlites 
de meme signe, savoir, des quantiles positives, lorsquo les points 
(^,Y]) {x \x, y ^.y) sont situes du mcme cote par rapport au 
point (a;, j), et des quantiles negatives dans le cas contrairc. La for- 
mule (4), ainsi etablie, s’etend evidemment au cas mSme ou Ton 
designerait par a: et ^ des coordonnees rectilignes obliques. 

Parmi les quantiles positives ou negatives quo Ton pent prendre 
pour CT, I’une est egale, au signe pres, a Tangle aigu compris entre la 
secante qui passe par les points (a?,/), (a;-+- Aa;, y-i-Aj) ct Taxc 
des X. Get angle lui-m6me est ce qu’on appelle Vinclinaison de la 
sicanie par rapport a Taxe dont il s’agit. 

Concevons a present que le point (x - 4 - Ax, y -h Ay) vienne a sc 
rapprocher indefiniment du point (a},y). La s6cante qui joint les 
deux points tendra de plus en plus ^ se confondre avec une certaine 


v) — V 

■? — r = ‘angsY, 

i; — x 


• n—y _ Ay 
^ — X Ax 


v—y ___ g — .2? 
Ay Ax 
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droite quo I’on nonjme tangente a la courbe donnee, et qui touche la 
courbe au point (a;, j). Pour determiner la direction de cette tan- 
gente, il suffira de cliercber la limite vers laquelle converge Tangle vs 
tandis que les differences Aa?, Ly deviennent infiniment petites. Si 
Ton d6signe par tp cette limite, et si Ton prend as pour variable inde- 
pcndante, on tirera de Tequation (i) 


(5) 


tang^ = ^=y. 


Parmi Ics valeurs positives ou negatives de ij; qui verifient Tequation 
precedente, celle qui sera la plus petite, abstraction faite du signe, 
fera connaitre Tangle aigu compris entre la tangente et Taxe des a;. 
Get angle sera ce qu’on nomme l’Mc//naison de la tangente ou \incli~ 
naison de la courbe au point {cc,y) par rapport a Taxe des x. Soit t 
T angle dont il s’agit. On verifiera la formule (5) en prenant 

4' = — ■r> 

le signe -t- devant etre prefere si Tordonnee y croil avec Tabscisse x, 
et le signe — dans le cas cohtraire. Par suite, on aura dans le premier 
cas tangT =y'; dans le second, tangv = — y'; et Ton trouvera g^ne- 
ralement 


(6) 


tangT = ±:/, seer = ds-hr'^, sinr =± 


J J 

coir pj cosecr = zb cosrn: -== 

y y . 


Concevons encore que, dans les equations ( 2 ), (3) et (4), on fasse 
converger vers zero les differences Lx et Ay. En passant aux limites, 
et d^signant par v) les coordonnees variables, non plus de la secante, 
rnais de la tangente, on trouvera 




■n-y _ ^ ; 

^ ^ dec 


( 7 ) 
et 

( 8 ) 



W APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 

ou 


ri — r _ g 

^9^ dy ^ dx ' 

Los formules (8) et (9) s'etciulont evidemmcnt au cas memo oil Ton 
designo para? et y des coordonnees rectiligncs obliques. 

Si par le point (a?, j) de la courbc donncc on mono une droito por- 
pendiculairc a la tangentc, cclte droite sera ce qu’on appclle la nor- 
male au point dont il s’agit. Pour deduire I’cqualion de cettc normale 
do la formulo (7), il suffira evidemmcnt de remplacer Tangle (j; pa*' 
tj; ± On aura done, en desigiiant par ^ etv] Ics coordonnees do la 
normale 


(ro) 

el par suite 

(II) • 


VI —y 
i — x 


= lang 




71 — r doi I 

dy y 


ou • 


t 

tang 4^’ 


■ (la) 


— x) dx H- (v) — /) dy = o. 


Soient maintenant 


(>3) f{x,y) — o 

Tequation de la courbc donnee, 019(07,7), yS.x,y) les dcrivees par- 
tielles de f(x,y) par rapport aux variables x etj. On tirera do Tequa- 
tion (i 3 ) 

(14) tf{x, y)dx y)dy = o', 

puis, en combinant cette derniere avec les formules (9) et(ii>,), on 
trouvera, pour Tequation de la tangente, 

(15) (? — ^)®(^»y)-l-(vj — 7)x(^»7) = «>, 
et pour T^uation de la normale ■ 

(.6) , 

^{x,y) x(a;,7) 
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hi 


ou 

( 17 ) (.^ — ^)x{^,r) — (.-n—y)o{x,y)=o. 

II est bon de remarquer que, pour obtenir I’ equation de la tangente, it 
suffit de remplacer, dans V equation differentielle de la courhe, les diffe- 
rentielles dx, dy, par les differences finies \ — x,'t\ — y. Au contraire, 
pour obtenir I’equation do la normale, on devra remplacer dy par 
^ — a;, et dx par — (v] — y'). 

On peut obsei’ver encore que les formules (i 4 )> (i 5 ), (16), (17) 
ne changeraient pas, si la courbe donnee etait representee non par 
I’equation (i 3 ), mais par la suivante : 

( 18 ) f{x,y) = c. 

Enfin, si, dans les equations (i 5 ) et (17), on regarde les coordonnees 

7] comme constantes, et les coordonnees x, y comme variables, on 
obtiendra non plus les equations de la tangente et de la normale a la 
courbe (i 3 ) ou (18),. mais les equations de deux nouvelles courbes 
qui seront les lieux geometriques des points oil la courbe (r8), ef 
celles qu’on en deduit en faisant varier la constante c, sont ren- 
contrpes par des droites normales ou tangentes qui concourent au 
point (?, Y]). 

Lorsque la fonction f{x,y) est une fonction entiere du degre m, 
les premiers m'embres des equations (i 5 ) et (17), consideres comme 
fbnctions des variables x, y, sont en general du meme degre rn. Alors 
les courbes representees par les equations (i 3 ), (18), (r 5 ) et (17) 
sont ce qu’on appelle des courbes du degre m. Si Ton suppose en outre 
que la fonction f{x,y) ne renferme pas de termes constants, et si 
Ton designe par u la somme des termes du degre m, par v la somme 
des termes du degre m — i, par w la somme des termes du degre 
m — les equations (18) et (i 5 ) deviendront 


(19) 

(20) 


W * 


, c. 


dx 


dw \ • .[du do 




D’aillcurs, u, r, w, ... etant dcs fonctions homogones, la premiorc du 
degre m, la seconde du degre to — i , la troisieme du dogro to — 2, 
on aura, cn verlu du theoreme des fonctions liomogenes, 


( 2 .) 


du 


du 


+ 

dy 

dv 


dv 

dx 

4- 


d('<' 




-h 



= mu^ 


~ {m — 2 ) (r, 


De ces dernieres formules, combinees avecles^uations(i9) ct(2o), 
on tirera 



fdu 


= mc—f> — 2 «'- 


L’equation (22) represente, quand on regardc les coordonnoes r\ 
comme seules variables, la tangente menoe par Ic point (a:, j) ii la 
courbe (19), et, quand on regarde les coordonnees x, y comme seules 
variables, uno courbe du degre to — i qui renferme les points d(i con- 
tact de la courbe (rg) avcc les tangentcs qui concourent au point(^, v]). 
Si I’equation (18) se reduisait a 

(aS) u — c. 


u designant une fonction homogene du degre m, I’equation (22) de- 
viendrait 


(24) 


I 


du du 
3 — j- Y3 -T- ~ me. 
dx . dy 


Exemplel. — Considerons Je ccrcle represente par I’equation fin io 

(25) a!^+y^z=\{\ 

L’equation ditferentielle de ce cercle sera 


(26) 


xdx -hydyc=:Q, 
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Cela pose, on trouvera, pour I’equation de la tangente au point {(r,y), 
(27) — x) +y(-n —y) — 0 


oil 


( 28 ) ' a;^H-VYl = R-, 

et, pour I’equation de la normale. 


j{i — x} — x{-ri —y) — o 

ou 


L’equation (27), lorsqu’on y regarde les coordonnees (^2?. r) comme 
seules variables, represente un nouveau cercle qui ne depend pas du 
rayon du premier, etqui a-pour diametre la distance comprise entre 
I’origine et le point ( 5 , v]). II suffit, comme on sait, de construire ce 
nouveau cercle, pour resoudre le problerae qui consiste a mener par 
lo point (^, Y]) une tangente au cercle donne. On obtiendra une autre 
solution du meme probleme, si Ton consti’uit la droite representee 
par I’equation (28) dans le cas oil Ton fait varier ac et y. Or, pour 
tracer cette droite, il sufRt d'observer : 1° qu’elle est perpendiculaire 
au I’ayon vecteur compris entre I’origine et le point 2° que la 

distance de I’origine a'laquelle elle coupe son rayon- vecteur est une 
troisieme proportionnelle au rayon du cercle donne et au rayon vec- 
teur lui-meme. 

Quant a I’equation (29), elle reproduit toujours la meme ligne, 
quel que soit, entre les deux points (5, v]) et (x,y), celui dont on 
regarde les coordonnees comme variables, et elle represente dans 
tons les cas, ainsi qu’on devait s’y attendee, une droite passant par 
Torigine. 

Exemple II. ~ Gonsiderons I’ellipse ou I’hyperbole representee par 
I’equation finie 

(3o) kx-^ ■iBxy-\-Qy"-=¥.. 
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L’equation differcntielle de cetto courbc sera 
(3i) (Aa^ -t- Bj) dx -H (Bx -4- G/) dy — o. 

Par suite, on trouvera, pour Tequation do la tangente au point ( r, j), 

(33) (Ax + Bj')(£ — + -.>■) -- O 


oil 


(33) 


Ax^ + li{y^ -h xti) -4- Cyn = K, 


ct, pour I’equation do la normale, 

(34) (Aa;+ Bj) (-o — /) =: (Bx -t- G v) (^ — x). 


Lorsque, dans les equations (32) et (33), on regardo los coordon- 
nees x, y comme seules variables, ces equations represenlent, la pre- 
miere, une courbe semblable a la courbc donnee, et dont un diametri' 
coincide avec le rayon vecteur menu de I’origine au point (?,y]); la 
scconde, une droile qu’il sulBra de construire, si Ton se propose de 
mencr par le point (^, vj) une tangente a rollipsc ou a riiypiu'bole 
proposee. 

Si I’ellipse ou I’hyperbole est rapporlee a ses axes, son equation 
sera de la forme 


a, b designant les longueurs des demi-axes. Alors I’equatlon (33) 
deviendra 


(36) 


at — ijt 


Pour construire la droite representee par cettc derniore equation, dans 
le cas oil Ton regarde les coordonnees x, y comme seules variables, 
il sufBt de chercher les points ou cette droite rencontre les axes. Or 
il est facile de Irouver ces points, atlendu que I’abscisse ou I’ordonnee 
de chacun d’eux, etant (abstraction faite du signe) une troisieme pro- 
portionnelle a I’un des demi-axes et a I’abscisse ou a I’ordonnce du 
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point (?, Y]), conserve, au signe pres, la meme valeur, quanct rellipse 
on {’hyperbole est remplacee par un cercle qui a I’un des axes 2a, 2b 
pour diametre. Si Ton suppose, en particulier, que la courbe soil une 
ellipse, ct si Ton decrit trois cercles qui aient pour diametres, le pre- 
mier 1 axe 2a, le second I’axe 2b, et le troisieme Ic rayon vecteur 
inene de 1 origine au point (^, y)\ alors, pour tracer la tangente 
mcnee par ce point a 1 ellipse, et determiner les points de tangence, 
il sufiira de joindre par une droite le point oii la corde d’intersection 
du premier et du troisieme cercle rencontrera I’axe des x avec le point 
oil la corde d’intersection du second et du troisieme cercle rencon- 
trera I’axe des 7. Cette droite coupera I’ellipse aux points demandes. 

Bxemple 111 . — Considerons la parabole representee par I’equatlon 
tinic 

(37I . y-~‘ipx. 

L’cquation differentielle de cette courbe sera 

( 38 ) ydy—pdx. 

Par suite, on trouvera, pour {’equation de la tangente au point {x,y\ 

(^9) J(^— r)=/’(^ — 

ou 

( 4 o) y/\ —p^=px, 

et, pour I’equation de la normale, 

( 4 >) /(? — •*) — v) =:o. 

L’equation (Sp), quand on y regarde les coordonn^es x, y comme 
seules variables, represente une parabole de meme forme que la 
proposee, et dont I’axe, parallele a I’axe des x, coincide avec la 
droite 7= L’equation (4o) represente, sous la meme condition, 
la droite qui renferme les points de tangence des deux tangentes 
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menees a la parabolc proposee par lo point (^, -q). Or, pour conslriiiro 
cetto droite, il sulfira d’obscrver qu’cllo coupo I’axc dcs .r an poiiil 
dont I’abscisse cst egalo a — et I’axo dcs y a uno distance do I’ori- 
gine deux Ibis plus grande quo la pcrpcndiculaire abaisseo du foyer 
sur le rayon voctour mene de roriginc au point (^, t]). 

Exemple IV. — Considdrons la courbe qu’on nornin*'. logantliinifjiie., 
et dont I’ordonncc cst equivalentc au logarithme do I’abscisse,. Si les 
logarithmes sent pris dans Ic systemo dont la base cst A, (U dcsignes 
par la caracteristique L, en faisant, pour abreger, 

L.= i = a, 

on trouvera, pour I’equatioa finic de la logarilhmique, 

( 42 ) y — hxzzzalx, 

* 

et, pour I’equation differcntiello dc cette courbe, 

( 43 ) dy = a^^ on x dy — a dx. 

Par suite, les equations de la tangente et do la normale doviendront 

(44) x{:n—y) = aVi — x) ou a ~ y) — a\ 

et 

(.44) x{'^ — x) + a{f]—y)=o. 

Lorsqu’on regarde les coordonnees rj comme constantes et les coor- 
donnees x, y comme variables, les equations (44) et (45) nqjre- 
sentent, la premiere une hyperbole equilatbre qui a pour asymptotes 
I’axe des j et la droite j = a - 1 - y], la seconde une parabolc dont I’axi' 
est parallele a I’axe des y. Cette hyperbole et cette parabolc cou[)en( 
la logarithmique dans les points oil elle est rencontree par les droit.es 
tangentes et normales qui concourentau point (i,v]). 

Exemple V. — Considdrons la courbe qui a pour equation, en coor- 
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V ^ Jos- -h 

j = t.agLV_j^ 


(lonnees rectangulaires, 

(46) 
oil 

(47) arctang(^^^^^ = Li/:PT 7^— LR = a(lv/^'T3^— IR) (‘ 


On s’assurera aisement que cette courbe est du genre de celles que 
Ton nomine spirales, qu’elle fait une infinite de revolutions autour de 
I’origine, entin qu’elle se deplace et tourne autour de I’origine sans 
changer de forme, quand la constante R change de valeur. Cette meme 
courbe, qu’on nomme la spirale logarilhmique, aura pour equation dif- 
ferentielle 

(48) xdy — y dx = a{x dx y dy). 


Par suite, les equations de sa tangente et de sa normale devicndront 

(49) j^ = «[-3?(^-^)+j(-fl-y)J , 

ct 


(5o) ■»(; — x) + y{-n — y) + a{xf\ — y\) = 0 . 

Lorsque, dans ces dernieres formules, on regarde x, y comme seules 
variables, on obtient les equations de deux cercles qui ont pour corde 
commune le rayon vecteur mene de I’origine au point (^, y]), qui ont 
pour diamfetre ce rayon vecteur successivement multiplie par les deux 

expressions y^i -i- \/i + a^, et que Ton trace en decrivant sur la 

corde commune des segments' capables des deux angles, dont I’un a 
pour tangente trigonometrique et I’autre pour cotangente la quan- 
tile a. Comme les deux cercles- dont il s’agit coupent la spirale loga- 
rithmique dans tous les points ou elle est rencontree par les droites 


(!) ConforraAmont aux conventions 6lablies dans la premiere Partie du Cours d'Ana- 
Lyse, nous faisons usage de notations qui renferment des parentheses doubles, toutes 
les fois qu’il s’agit de ropresenter des fonctions qui admettent plusieurs valeurs : par 
exemple, un quelconque des arcs de cercle qui rdpondent a une ligne trigonometrique 
donn6e. 
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-angentes ou normales qui concourcnt au point (?, n]), ils founiisstMit 
jn moycn facile de construiro cos ni6mes droitcs. 

En tcrminant cette LcQon, nous forons observer quo, si los tlonii- 
^xes des x et desy positives, au lieu d’etre perpendiculairos run lx 
’autre, comprenaient entro eux Tangle S, Tequation (i) devrait otro 
'cmplaccc par la suivantc 

„ sincT Ay 

'*** siu (3 — m) Ajj’ 

» laquolle on parviendrait on consid6rant le triangle qui aurait pour 
:dtes les valeurs numeriques de Aa;, Ay, ct conaparant cos c(H6s aiix 
Tmus des angles opposes. Alors il faudrait aux Equations (o'), (7) 
‘t' (10) substituor les suivantes ; 


;5a) 


sint^ 

tang 4* 


5‘ 

1 

-€- 

1 

V- 

1 

sin 3 — cosS taiigij^’ 

;53) 

yj—jy 

sintp 

, 


sin 1 3 — • Ip ) ’ 


(5/1) 

■»!— y 

sln(+±^) 

r 


sin(5-(pq:^ 

1 sin 3 tang4 "1“ 


Or, en vertu de la formule (Sa), Tinclinaison -t de la courbo donnee, 
par rapport k Taxe des x, aura sa tangente trigonomotriquo d('‘tor- 
minee par la formulo 

(00) tang+=-^^-^;^^-=±:tangT. 

De plus, en combinant les formules (Sa) et (53), on reproduira, 
comme on devait s’y attendee, Tequation (8), qui sera toujours cello 
de la tangente k la courbe. Enfin, si Ton ^limine tangip entro los for- 
mules (54) et (55), on trouvera pour Tequation de la normale 

T1 — ,)• I -t-J''COS3 

l—x~ y'-hcosS 


( 36 ) 
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DEUPEME LECON. 

DES LONGUEDRS APPELJSES SOCS-TANGENTES, SOUS-NORMALES, TAN6HNTES ET NORMAIES 

DES COURSES PEAKES. 


Les equations (8) et (i i) de la Legon precedente, quand on consi- 
dfere ^ etY) corame seules variables, representent, ainsi qu’on I’a fait 
voir, les droites tangentes et normales menees a une courbe plane 
par lo point {x,y). Si, dans ces memes equations, on pose y] = o, on 
tirera de la premiere 



et de la seconde 

( 2 ) \ — x^yy'\ 

il eri resulte que les valeurs numeriques des expressions 

yy' 

expriment les distances comptees sur I’axe des x, entre le pied de 
I’ordonnee y et les points oil cet axe est rencontre par la tangente 
et la normals a la courbe. Ces distances sont ce qu’on appelle la sous- 
tangente et la sous-normale de la courbe, relatives au point {x,y). 
Done, si Ton designe la sous-normale par U et la sous-tangente par V, 
on aura 

(3) U=±jk/. 

v=-± 

y 


( 4 ) 
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les signcs etant choisis do manicrc que les valours do U ot d('.VsoionI 
positives. 

On pent remarquer que I’ordonneo y est equivalcntc, au signe 
pres, a la moyenue geometriquc cntrc les deux distances II et V, 
puisque celles-ci, etant multiplidcs Tune par I’autro, donnenl _r'‘ 
pour produit. 

Les longueurs comptees sur les droites tangente et norinale, entia' 
la courbe et I’axo des cc, sent cc qu’on appclle la longaeur de la lan- 
gente et la longueur de la normale, ou, plus simpleincnt, la langenle 
et la normale de la courbe. Elies servent d’liypotenuses a deux 
triangles rectangles qui ont pour cotes Tordonnee y reduite a sa 
valeur numerique et la sous-tangente ou la sous-normalo. Done, si 
Ton designe la tangente par T et la normale par N, on aura 

et, par suite, 

(5) N = ±:jvr+/^ 

«) r = a:j.y/, + ^, 

le signe + ou lo signe — devant etro prefere suivant quo rordonnee.}- 
sera positive ou negative. 

Les equations (3), (/|,), (5) et (G) peuvent encore otre f'acileuient 
deduites des formules (6) de la Legion precedente, dans Icsquelles -r 
designe I’inclinaisoivde la courbe propos6e au point {x,y), e’est- 
a-dirc Tangle aigu forme par la tangente avec Taxe des x. En ctfot, 
dans les triangles rectangles qui ont pour hypotenuse les longueurs 
appelees tangente et normale, Ic cote commun, e’est-a-dire Tor- 
donnee j reduite a sa valeur numerique, forme evidemmont avec; 
la tangente un angle egal a ^ — v, et avec la normale un angle egal 
a 'z. Cela pose, si Ton construit un ccrcle qui ait Ic sommet do Tor- 
donnee pour centre et Tordonnec elle-meme pour rayon, on recon- 
naitra immediatement que les rapports de la sous- normale, de la 
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sous-tangente, de la normale et de la tangente au rayon du cercle ont 
pour yaleurs respectives 

tans?T, cotT, seer, cosecr. 

En consequence, la sous-normale, la sous-tangente, la normale et la 
tangente seront representees par les valeurs numeriques des produits 

(7) jtangT, jKCOtr, ysecr , j cosecr 

ou, si Ton a egard aux formules (6) de la Legon precedente, par les 
valeurs numeriques des expressions 

(8) y/. 

Exemple L — Si la courbe donnee coincide avec le cercle repre- 
sente par Tequation 

(9) 

les valeurs de U, V, N, T deviendront respectivement 


(, 0 ) 




N = R, T=±|(R=-a;5)^. 


La sous-normale se reduira done a la valeur numerique de I’abscisse, 
et la normale au rayon, ce qu’il 4tait facile de prevoir. 

Exemple 11. — Si la courbe donnee coincide avec I’ellipse ou I’hy- 
perbole representee par I’equation 


(>0 

on trouvera 

(12) 




— 62 — 


U=:±: 

a- 

V=± 


a 

+1 

1-1 

19 

T=[( 



7.4 
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II suit cles equations precedentes : quo, dans Fellipsc ct dans I’hy- 
perbolc, Ic rapport do la sous-normalc a I’abscisso cst unc quantile 
constante; 2” quo la sous-tangentc est independante du dcmi-axe 
designe par h. Par cons^ucnt, la sous-tangentc conserve la memo 
valeur dans I’ellipse qui a pour equation 


et dans Ic cerclc decrit de roriginecommc centre avec Ic rayon a. Ccs 
remarques fournissent le moycn de construire facilement Ics sous- 
normales et les sous-tangentes des courbes represcntecs par Ics equa- 
tions (11) et (i 3 ). Si Ton veut obtenir en particulier le point de ren- 
contre de I’axe des x et do la normale correspondante au point dont 
I’abscisse est x, il suffira de porter sur I’axe 2^, eta partir de Tune 

des extreiniles de cet axe, unc longueur egalc a -^h, puis do mcner 
par I’extremite de cetto longueur unc parallelc a la droilc qui joint 
I’extremite do I’axe et le pied de I’ordonnee y. Cette parallolc ren- 
contrera I’axc des x au point demande., 

Exemple III. — Si la courbe donnec coincide avee la parabolc 

(14) / = 
on trouvera 

1 

(15) U = p, Y=:2X, N H- 2ir)“ , T = 2 .r® -4- • 

Ainsi, dans la parabole, la sous-normalc est constante, ct la sous- 
tangentc double de I’abscisse. Ces remarques fournissent les rbglcs 
connues pour la construction de la normale ot do la tangentc. 

Exemple IV. — Concevons quo dans I’equation (42) de la Lecon 
precedente on echange entre elles les deux coordonnees x, y, ct 
faisons toujours Le = a. L’equation que Ton obtiendra, savoir 

(16) 


x — hy ou x=.a\y, 
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representera la logarithmique dans une nouvelle position. Or, on 
tirera de I’^uation (i6) 

(17) 

et, par suite, 


(i8) U=^e“, V = a, 

Ainsi, dans la logarithmique representee par I’equation (16), la sous- 
tangente est constante et la sous-normale proportionnelle au carre de 
rordonnee._ 

Exemple V. — Supposons qu’a partir de I’origine des-coordonnees 
on porte sur I’axe desj^, et dans le'sens des/ positives, une longueur 
egale a R. Concevons de plus qu’apres avoir decrit de Textremit^ de 
cette longueur, et avec le rayon R, une circonference de cercle, on 
fasse rouler le cercle sur I’axe des x. Le point de la circonference qui 
coincidait au premier instant avec Torigine des coordonnees decrira 
une courbe que Ton nomme cycloide, et dont I’^uation pourra etre 
lacilement etablie par la methode suivante : 

Pendant que le cercle roulera surl’axe des x, le centre se mouvra 
parallelement au meme axe, et le rayon qui aboutissait, dans le pre- 
mier instant, a I’origine, tournera autour du centre en decrivant un 
angle qui croitra sans cesse. Designons par w cet angle, par v] les 
coordonnees du centre, et par x, y les coordonnees de I’extremite du 
rayon mobile, qui seront aussi les coordonnees de la cycloide. L’arc 
de cercle compris entre I’extremite dont il s’agit et le point oil le 
cercle touchera I’axe des x aura evidemment pour mesure le pro-- 
duit Rw; et, puisque les diverses parties de cet arc se seront appli- 
quees I’une apres I’autre sur des parties egales de I’axe des x, com- 
prises entre I’origine et le point de tangence, la droite qui joint ces 
deux derniers points ou, ce qui revient au meme, I’abscisse du centre 


y- 


f f « 

r = - e“, 
'' a ’ 


N = ie“\/a 




T = [^a^+e'‘ . 
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du cercle, aura elle-meme une longueur equivalentc a Rco. Cola pose, 
on trouvera, en supposant, pour plus de commodite, quo lo cerclo sc 
soil mu du cote des x positives, 

^ ~ Rw, Y] = R. 


De plus, il est clair que les projections algebriquos du rayon vocteur 
mobile sur les axes des x et des pourront etre egalement ropr('S(Mi- 
tees, ou par 

as — I, y — t). 


ou par 

On aura done 


— RsiOM, — Rcosw. 


(' 9 ) 


as — ^ = — R sin w, y — v = — R cos w 


et, par suite. 


= ^ — Rsinco, j = V] — R cosw; 


puis. Ton en conclura, en remettant pour ^ et y] lours valours, 

(20) .33 = R(u — sinw), y=;R(i — cosw), 

11 sulRra d’etondre les deux formules qui precedent an cas oil o) 
devient negatif, pour obtenir les coordonnees x, y des points do 
la cycloide situes du cote des x negatives, e’est-a-diro des points 
avec lesquels coincide successivement roxtremito du rayon mobile 
quand le cercle sc mout de ce cote. Si maintenant on tiro la valour 
de 0) de la seconde des equations (20) pour la substitucr dans la 
premiere, on trouvera : i° ,en supposant Tangle w renferme entre 
les limites o, %, 

R _ y 

(21) d7=:Rarccos — V^R/ — 7®; 


2° en prenant pour n un nombre entier, et supposant Tangle m ren- 
ferme entre les limites ± mt, d= reu -4- tc. 


(22) 


X : 




arc cos 


(R — 7) COSrtTT 
_ 


± /ITtj — COSWTT \/2R7 — y^. 
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On peut remplacer les formules (21) et (22) par la suivante 

(28) a: = Rare cos ±\/2R/— 

le radical devant etre affecte du signe + ou du signe — suivant que le 
rapport 



■7C 


se reduit a un nombre pair ou a un nombre impair. L’equation (aS) 
represente la cycloide entifere, tandis que les formules (21) et (22) 
representent seulement des portions de cette courbe correspondantes 
a des valeurs de to comprises entre certaines limites. 

La base de la cycloide est la droite sur laquelle on fait rouler le 
cercle generateur, et que nous avons prise pour axe des x. 

Quand on se propose de recbercher les propriet^s de la cycloide, on 
peut employer ou I’equation ( 23 ), ou le systeme des equations (20). 
On reconnaitra sans peine, a I’aide de ces equations, que la cycloide 
est composee d’une infinite de branches, toutes pareilles les unes aus 
autres, dont les points extremes, situes sur Taxe des a?, repondent 
aux abscisses 


x — o, a;=±:27tR, a; = ±4’tR, a;=:±67rR, 


et dont chacune est divisee en deux parties symetriques par une 
ordonnee corrospondante a Tune des abscisses 

ir = ±: 7 rR, a: =3 ±871 R, a; = ± 57 rR, 


De plus, en dilferentiant les equations (20), et prenant x poui 
variable independante, on trouvera 


(24) c?a: = R(j — coso))da>=:j'du, cij' = Rsiaai du, 

/^R 


^ Rsina) \/2Ry — ^ 

dx y y 


— I. 


(25) 


7 
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On aura par suite 

I U = ±Rsinco — s/alt j' — y, V=y^ r ’ 

{ a6) I L . ^..1. 

( N = T --rrr .K y/ ' 

Enfin, on tirera do la formulc (aS), coix)l>inec avec la premiere d(‘s 
formules (19), ^ 

( 37 ) g ^ ™ R sin CO ^ yy'y 

^ elant Tabscisse clu centre du cerclc generateur ou, cc qui revicnt an 
memo, Tabscisse du point de tangencc de ce cerclc avec Taxe des 
Or, cette abscisse ne differant pas do cello quo determine Tcqua- 
tion (2), le point de tangencc dont il s’agit se confondra neccssai- 
rement avec le point oil Taxe des cv est coupe par la normale a la 
cycloidc. II est aise d’en conclure que si Ton trace un diametro paral- 
lele a Taxe des y dans lo cerclc generateur do la cycloidc, los direc- 
tions de la normale et do la tangcntc a cctte courbo seront indiqiioes 
par les droites menees du point (cc,y) pris sur la courbo aux d(‘ux 
oxtremites du diametro. Ajoutons que la longueur appelec normale 
sera precisement la corde qui sous-tendra, dans le corcio, Tangb* oj, 
et que, pour obtcnir la sous-normale do la cycloidc, il suffira d('. pro- 
jcter le rayon mobile mene du point ( 5 , v]) au -point (cc,y) sur Vaxo 
des a?. 
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CENTRES, DIAMilRES, AXES ET ASYMPTOTES DBS COURBES PLANES. 


On nomme centre d’une courbe plane un point tel que les rayons 
vecteurs menes de ce point a la courbe soient deux a deux egaux et 
diriges en sens contraii’es. Lorsqu’une courbe plane a un centre, et 
qu’on y a transporte I’origine des cooi-donnees, on n’altere point 
I’equation de la courbe en y remplagant x par —xety par —y. 
Lorsque le centre coincide avec le point qui a pour coordonnees a 
et b, alors, en posant 

y h:=. — a) 


OU 


y = 6 4- t{x — a). 


on tire de I’equation de la courbe, pour chaque valeur de t, plusieurs 
valeurs de a; — dont quelques-unes peuvent se reduire a zero, tandis 
que les autres sont deux a deux egales et de signes contraires. ‘ 

Exemples. — Les courbes 

2Bxf + Cy^—K, y — x^, y^=.x^, 

ont pour centre commun I’origine des coordonnees, tandis que les 
courbes 

(a; — a)“-l-(y — 6)“ = RS y—b = {x — ay, {y — bf—{x — aY, 

ont pour centre commun le point {a, b). 

Une courbe peut avoir un nombre infini de centres. Ainsi, par 
exemple, la courbe 

(I) 


y = siax, 
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composee d’une infinite d’arcs semblables Ics uns aux autrcs et sitiics 
alternativenacnt au-dessus et au-dessoiis de I’axe dcs x, a pour centre 
non seulement I’origine dcs coordonneos, mais encore chacun des 
points oil elle coupe I’axe des x. En effet, I’equation do cette courbe 
ne changera pas do forme si I’on transportc I’origino en un de cos 
points, c’ost-a-dire si Ton fait croitre ou diminuer x d’unc quantile 
ogale a n%, n ddsignant un nombre entier quelconque. 

Toule droite menee par Ic centre d’unc courbe plane cst un dia- 
metre do cette courbe. 

On appelle ctxe d’une courbe unc droite qui partage cette courbe 
en deux parties symetriques. Lorsqu’une droite de cette especc est 
prise pour axe des abscisses ou des ordonnees, a chaque valeur do x 
ou de y repondent deux valeurs de y ou de x, egales et do signes 
contraires. 

Exemples. — La parabole 

a un seul axe qui coincide avee I’axc des x. L’ellipse ou Thypcrbolc 

a deux axes qui coincident avec les axes des coordonnees. La courbe 
representee par I’^uation (t) a unc infinite d’axes parallblcs a I’axe 

des y, et qui correspondent a dcs abscisses do la forme 

♦ 

, Tt 

cc=z±:m:-^ — : 

2 

n designant un n.ombre entier quelconque. 

Toutes les fois que deux axes d’une courbe so coupent a angles 
droits, leur point d’intersection est un centre de la courbe. Car, si 
on les prend pour axes des x et des j, on pourra, sans altercr I’equa- 
tion de la courbe, remplacer : i° y par -^y, oP x par — x. Par suite, 
on pourra changer a la fois les signes des deux coordonn6es x, y, ce 
qui suflfira pour etablir Texistence d’un centre coincidant avec I’ori- 
gine. 
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On appelle asymptote d’une courbe plane une droite de laquelle 
cette courbe s’approche indefiniment, sans pouvoir jamais la ren- 
contrer. II est facile de trouver les asymptotes d’une courbe repre- 
sentee par une equation entre deux coordonnees rectangulaires x, y. 
En effet, considerons d’abord les asymptotes non paralleles a I’axe 
des_7, et soit 

( 2 ) y ~ kx -+■ I 

J’equation de Tune d’ entre elles. L’ordonnee correspondante a I’ab- 
scisso X dans la courbe proposee devra se reduire sensiblement, pour 
de tres grandes valeurs numeriques de x, a I’ordonnee de I'asymptote 
et sc presenter sous la forme 

( 3 ) y ~ kx + Idas, 

±. £ designant un terme qui deviendra nul avec Cela pose, si Ton 

fait converger ^ vers la limite zero, on tirera successivement de 
r^uation (3) 

(4) =k, 

(3) liin(v — kx) = lim(l±: s) 1. 

Done, pour determiner la constante &, il suffira de poser dans I’equa- 
tion do la courbe 

JC 

OU 

(6) y~sx, 

puis de chercher la limite ou les limites vers lesquelles convergera la 
variable s, taodis que la valeur numerique de x croitra indefiniment. 
De plus, apres avoir trouve la constante k, on obtiendra la constante I 
en posant dans I’equation de la courbe 

y — koo z.” t 
OU 

( 7 ) y=ikx-^t, 


OEuvres de C. — S. II, t. V. 


9 
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et cherchant la limile tie laqucllc t s’approchera sans cesse, pour des 
valours numeriqucs croissantos tie la variable x. A chaque systonu' 
do valours finies ties quantiles k ot I correspondra unc asymptote do 
la courbe proposer. 

En raisonnant do la memo inaniorc, mais echangcanl I'unc eon I re 
I’autre Ics variables x et v. on trouvorait evidemment les asymplotes 
non paralleles a I’axc tics x. 

Exempks. — Gonsiderons la logarithmique 

( 8 ) 

On aura, dans celte hypotliese, 



puis, en faisant converger a; vers la limite — oj, on en conclura 

A.» 

k - lim ~ ™ o. 

X 

On trouvera par suite 

A-*, limA'^— o. 

Done la courbe proposer aura pour asymptote I’axc ties .r, dont (die 
s’approchera indefinimcnt du cote dcs x negatives. 

On prouvera de mfime que la logarithmique 

(9) X -- \y 
a pour asymptote I’axo tics j. 

Concevons maintenant quo I’equation do la courbe donnee sc pre- 
sente sous la forme 

(10) f{x,y)-=zc. 

La recherche des asymptotes sera trfes facile si Ton parvient ii decom- 
poser /(a;, j) en plusieurs parties dont chacune soil unc fonction 
homogfene des variables x, y. En effet, nommons m, n, ... Ics degres 
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des fonctions homogenes fournies par la decomposition dont il s'agit, 
et soit en consequence ' 

(“) /(X, 

\x J \x J 

les nombres m, n, ... etant ranges de maniere a offrir une suite 
decroissante. La valeur de ^ ^ sera determinee par I’equation 


ou 

( 13 ) 


X"' F(s) 4- 4-. . .= c, 


F(s) -4 





de laquelle on tirera, en posant - = o et ^ 

CO 

(i3) F(/f) = o. 


Do plus, si Ton attribue a k Tune des valeurs propres a verifier I’equa- 
lion (i3), la valeur correspoadante t = y — kx sera donnee par la 
torraule 

-HX" 4- 

et commc, en vertu de I’equation (i3), on aura 


{'4) 


X'" F ( A- 4- - 

X 



F 





G designant un nombre inferieur a I’unite, on trouvera encore 



Si F(yi) et f(/4) ont des valeurs finies dififerentes de zero, alors, en 
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posant - 


= o ct z = /, on conclura de requation precodcntc, 


j 1° pour /! ■</« — I / =:: O, 

1 , r(^) 

(i6) , 2" pour «“/« — ! 

' 3“ pour /< > — I I = ±00. 


Par consequent, a la valour adoptee dc k correspondra, dans la pre- 
miere hypolhese, uno asymptote passant par I’origine, ou de la lonne 


(17) j=/rx; 

et dans la secondc hypothese, une asymptote dc la forme 

(18) J— 


Dans la troisiemc hypothese, I’asymptote, s’eloignant a une distaiiee 
inlinie dc I’origine, disparaitra entierement. 

L’elimination de la constante k entro Ics equations (i 3 ) et (17) 
produit la formule 


qui fournit, dans la premiere liypothbso, toutes les asymptotes non 
paralleles a I’axe des ct qui pout etre remplacec par requation 



On arriverait encore a celle-ci en cherchant, dans la premiere! hypo- 
these, les asymptotes non paralleles a I’axc des cc. Done, lorsque le 
premier membre dc I’equation (10) cst decomposable on plusieiirs 
fonctions homogencs, ct quo le degre m dc Tune d’entre dies sur- 
passe de plus d’une unite les degres do toutes les autres, non senle- 
raent les diverses asymptotes passent par I’origino, mais dies sent 
toutes representees par la formule qu’on obtient en 6galant a zdro la 
fonction homogene du degre m. 




De memc, si Ton suppose B- - AC > o, on reconnaitra que I’hy- 
pcrbole 

(aS) A^--(- = K 

a pour asymptotes les depx droites representees par la formule 

( 24 ) Aa;2-f-2B^/4-Cj/-=o. 

De meme encore la courbe 

( 25 ) + sini -=o 

aura pour asymptote la droite 

(26) a;-\-y = o, 

* ’ 

dont I’ordonnee est la seule valeur reelle de y qui verifie I’equation 

(27) ' a:=-(-/* = o. 

D<ans le cas oil Ton suppose n — m — x, la formule (19) represente 
toutes les droites menees par I’origino parallfelement aux asymptotes 
de la courbe proposee. Ainsi, par exemple, la courbe novamQQ folium 
de Descartes et representee par I’equation 


(28) 
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a unc asymptote parallelc a la droite as 4-.)' — o, dont I’ordojinm^ s(' 
deduit toujours do la formulc 

j^'A ^ yA ™ 

Lorsque les quanlitos devieiincnl nullos on inlinios, la 

quantile /pout obtcnir dcs valours dilTerentos do cellos quo nous liii 
avons assignees ci-dcssus [voir los formules (tG)]; niais, pour la 
determiner, il sulfira toujours do chcrclier la limite ou his limitos 
vers lesquellos convergera la variable /, pendant quo ~ s’approoliora 

de zero. Quelqucfois, en operant ainsi, on trouve^ra, pour uno scuih^ 
valeur de k, plusieurs valeurs de 1. C’est ce qui arrivera, par oxemplo, 
si Ton considere la courbe represcnlec par I’equalion 

(39) J'®=:COS— - 

Alors on auraX^ ~ o, et, comme Tequation cn i cleviondra 

^rreos > 

on en lirera, cn posant ~ ~ o. 


En consequence, la courbe proposce aura deux asymptotes |)arallelos 
a I’axe des x, savoir 

(30) y — i, j — — I. 

Au restc, il peut arriver qu’une valeur de k propre b v6rifier I’equa- 
tion 

(31) F'(A')-r-0 

fournisse une seule asymptote. Ainsi la courbe representeo par 
I’equation 


(32) 


=Il‘ 
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n’a qu’une seule asymptote qui coincide avec I’axe des x, quoique la 
valeur k ™ o verifie pour cette courbe Tequation (3i). 

On poiirrait encore, suivant la remarque de M. Ampere, trouver 
les asymptotes d’une courbe plane en cherchant les positions que 
prend la tangente quand le point de contact s’eloigne a une distance 
infinie de I’origine des coordonnees. Concevons, pour fixer les idees, 
que Ton considere riiyporbole 






b'^ 




L’equation de la tangente a cette hyperbole sera 

vri 


ou, si Ton substitue a sa valeur ±: 
ensuite par 



I 

a 





et si Ton multiplie 


Pour faire passer le point de contact a une distance infinie de Tori- 
gine, il suffira de poser a? = zt od. Alors la formule precedente de- 
vicndra 



et comprendra les equations des deux asymptotes de Thyperbole pro- 
posee. 
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QUATRIEME LECON. 

I'ROPUlfirfiS UIVERSES DBS COURBBS PLANES DfiDUITES DES fiQlIATIONS 
1)E CES MfeMES COIIIIBES. POINTS SINGCLIEBS. 


Soit proposec unc equation entrc deux coordonnees roctanjfulaii’os 
.r, j'. Cette equation, resolue par rapport iijK, on fournira une ou plii- 
sieurs autrcs de la forme 

(0 j = /(^). 

et chacune do celles-ci ropresentcra une ligne ou portion de ligiK' 
dont les proprietes dependront dc la nature do la fonction /(■f). 
Ainsi, par exemplc, I’equation 

(2) .r’+v==--lP, 

qui represente une circonfercnce dc ccrcle dont le cmitre coincide 
avec I’origine, se decomposcra dans les deux suivanles 

( 7 = v/ip=:3^-, 

( 3 ) 

dont chacune representera une dcmi-circonference situee au-dessus 
ou au-dessous de I’axe des cc. 

Si la fonction /(«) demeure continue entre los limitos 
jc — X, la ligne representee par Tcqualion (r) sera elle-merne con- 
tinue entre les points corrcspondants aux abscisses a:,,, X. Cette ligne 
pourra devenir discontinue lorsque la fonction /(a;)offrira des .solu- 
tions de continuite; par excmple, lorsque cette fonction dcvicndra 
infinie pour certaines valeurs finics de oa, ou lorsqu’cllc passera tout 
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a coup du reel a I’imaginaire, ou lorsqu’elle changera brusquement 
(ie valour. Le premier cas se presente dans I’hyperbole 


le deuxieme, dans les coiirbes logaritlimiques 



( 6 ) y j? 1 a; ; 


le troisieme, dans la ligne deternninee par I’equation 

(7) 

ot composee de deux demi-axes parall^les a I’axe des x, qui abou- 
tissent aux deux points de I’axe des y auxquels appartiennent les 
ordonnees + i et — i. Dans les deux derniers cas, la ligne, que Ton 
considfcre s’arretera tout a coup en certains points que nous nomme- 
rons points d'arrH. Les courbes (5) et ( 6 ) ont chacune pour point 
d’arret I’origine des coordonnees. La ligne representee par I’equa- 
tion ( 7 ) offre deux points d’arret situes sur I’axe des r, de part et 
d’autre de I’origine, et a I’unite de distance. 

Si la fonction fix') ne devient reelle que pour un nombre limite de 
valeurs de x, I’equation (i) ne representera qu’un point ou une suite 
de points isoles. Ainsi, par exemple, la formule 

( 8 ) y = 

qui offre I’une des valeurs de y fournies par I’^quation 
(&) x^ + f--o, 

ne represente qu’un seul point qui coincide avee I’origine. II peut 
arriver que I’equation (i)fournisse en meme temps un ou plusieurs 

OKuvres de 0. — S. 11, t. V. 
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points isoles et une ou plusieurs brandies ilc conrbe. Ainsi la f’or- 
mulc 

(10) V — .ry^.r- — a-, 

C[ni olTrc rune dcs valeurs de v fournios )>ar requation 

(11) j’- — .r-(,r’ — «-), 

ro.prescnLc : i" deux branches do courbe qui s’doignent indcIhiiiniMil 
do I’originc on partant do deux points situes snr I’axe dos .r el. corn's- 
pondants aux abscisses cc = ~ a, x = ^i; 2" mi point isold <|ui coin- 
cide encore avec I’origine. 

Une oi’donnee maximum ou minimum devant etre supericiire ou 
inferieurc a toutes Ics ordonnees voisincs, il suit do co. qui iirocede 
que, si les deux fonctions y ot y' restent continues dans le. voisinage 
d’une valeur particulierc do .r, celte valcur no pourra produin' uu 
maximum ou uii minimum do y qu’en taisanl dvanouir y', e’est- 
ii-diro on veriflant [’equation 

(le.) 

Ajoutons qu’uno valeur do x tirce do la Ibrmule (re) fournit ('iroe- 
tivement im maximum ou un minimum, dans le eas ob la prcniieri' 
dcs quantites 

v" v" 

J ^ J y • • • » 

qui differe de zero, cst positive ou negative, mais d’ordre pair, (d que 
cette valeur ne determine ni maximum, ni minimum, dans le cas (“.011- 
Iraire. 

Au restc, il peut arriver que certaincs valeurs do x, prises parmi 
celles qiii rendent discontinue I’une des fonctions y, y , produisent di's 
maxima ou des minima do I’ordonnee, sans verifier la formulo (12). 
Ainsi, on particulier, si la fonction y=-f(^x), apros avoir cru ou 
diminue pendant que Ton faisait croitre ou deeroitre la variable .r, 
passe tout a coup du reel a Timaginaire, la courbe represonU'o par 
I’equation (i) aura un point d’arret, et I’ordonnee correspondante ii 
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ce point d’arret pourra etre consideree comme un maximum ou un 
minimum. Par exemple, la valeur zero correspondante a jr = o cst 
une sorte de minimum relativement a I’ordonnee de la courbe 



Pour obtenir des maxima ou minima d’ordonnees correspondants a 
des solutions de continuite dans la fonction y' = /'(x), il sufTit de 
(lonsiderer les trois lignes representees par les equations 


(i4) 

, ... 1 OlJ X- X- 

(10)’ r=r , 

“ 2 

(i6) 

Ges trois lignes, dont la premiere se compose de deux demi-axes per- 
pcndiculaires entre eux et aboutissant a I’origine des coordonnees, et 
la seconde de deux portions de paraboles qui viennent se rencontrer 
sur I’axe des j, ont pour ordonnee minimum la premiere et latroi- 

sieme y = o, la seconde v = Or, pour la valeur x = o qui produit 

ces minima, les derivees des fonctions (f^), (lo) et (i6), savoir 


07 ) 

(18) 

(19) 

deviennent discontinues, la premiere et la seconde en passant tout 
a coup de la valeur — i a la valeur -h i, la troisieme en passant par 
I’infmi. 

Nous avons remarque, dans la premiere Legon, que la valeur nume- 
rique de la fonction derivee y representait la' tangente trigonome- 


^ \jx- 


\/x^ 


J 


Svf* 
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ti’ique (Ic I’inclinaison do. la courbo par rapport a I’axo dcs .r. Done, 
si I’on a, pour un point donne, 

(in) 

I’inclinaisoii sera nullc on co point, cVst-ii-diri' ([U(' la tanifonto a la 
courbo doviendra parallble a I’axo desa-. Si Ton a, au contrairo, 

(no) 

I’inclinaisoii sera equivalonte a un angle droit, (;’('st-a-dire ([lu' la 
tangento a la courbo deviendra parallble ii Faxe des v. I{ntin, si la 
tbnetion derivec y' change brusquement do valour, il on sera do 
memo de I’inelinaison. Concevons quo, dans cette dorniero bypo- 
these, la fonction y roste continue : alors les deux branelu's do la 
courbe viendront se reunir au point donne, d(^ manibro quo lours 
tangentes forment entrn dies un certain angle, et oe point s('ra co 
que nous appdlcrons un point saillani. Tel cst, par oxcmplo, b' point 
corrospondant a a: — o, dans la courbe rcj)reson(eo par la lormulo ( i 
ot. dans cellos quo determinent los e([ua(ions 

(■3i) jr--r .rare tang 

(na) / - — 

I + 

Supposons maintenant quo deux branches d’une memo courlu' 
s’arretent on un point donne, de maniere a toucher I’niKi ot Fautn; 
un demi-axc aboutissant au point dont il s’agit. Co ])oint sera o(' 
qu’on nomme un point de rehroimetnent. I^e rebrousstnnent s('ra d'e 
premiere espice, si lo demi-axe passe entro los deux branches (b* 
courbe, et de seconde espece, si lo demi-axe laisso les deux branches 
d’un mbmc cote. L’origine cst un point de rebroussement de premiere 
espece pour la courbe representeo par la formulc (rG), cl pour ctilb' 
qui repond a Fcquation 

a?’ la® 

I -H e-® 


( 23 ) 
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En effct, cliacune de ces courbes se compose de deux branches tan- 
gentes Tune et I’autre au demi-axe des y positives, et situees des deux 
cotes de ce demi-axe. La cyclo'ide representee par I’equation (aS) de 
la deuxiemc Lecon offre une infinite de points de rebroussement de 
premiere cspece, tous sitiies sur I’axe des cv, of correspondants aux 
abscisses 

oi.-zjio, j;— ±27rR, a; = ±:47:R, 

Lorsque, en un point de cette espece, le demi-axe tangent aux deux 
branches de la courbe n’est pas perpendiculaire a I’axe des or, les va- 
lours de y correspondantes a ces deux branches sont necessairement 
determinees par deux equations distinctes, comprises Tune et Tautre 
(fans I’equation unique de la courbe donnee. C’est ce qui a lieu, en 
particulier, pour la courbe 

( 24 ) 

composee de deux branches qui touchent a I’origine le demi-axe des x 
positives, et qui repondent aux deux equations 

( 25 ) = 

(26) r= — 

C’est aussi ce qui arrive loujours pour les points de rebroussement 
de seconde espece. Nous citerons comnoe exemple la courbe 

(27) . (y — jr sinic)- = 2?= sin’^j', 

composee de deux branches qui touchent a I’origine le demi-axe des 
X positives, et qui, pres de cette origine, sont situees Tune et I’autre 
du cote des y positives. 

Lorsque les fonctions 

7 -/((») et y=f'{x) 

restent Tune et I’autre continues pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre les abscisses de deux points donnes, la corde qui joint 
ces deux points est necessairement parallMe a Tune des tangentes 
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meneos par los points inlernieJiaircs do la coiirbc. Kn cdFot, si I’on 
represente par x et .r Aa;; los abscisses dcs deux points dont il 
s’agit, on aura [on vortu de la Idrinule (8) de la soptiome Leeon de 
(lalcul differenliel | 




Ay 

A.r 


/(,r H- A.r ) — /t .T ) 
A./- ”■ 


H-0 A, r). 


0 designanl un nouibre inferieur a runite. Or il resullo evid('ininent do 
I’cquation precedente, joinlc aux formulcs (i) et (o) de la pn'iniere 
Legion, quo la cordo mcnec du point (ir, r) au point (.r + A.r,p'H“ Ar) 
est parallele a la tangentc.meneo par le point qui a pom* abs(‘.iss('. 

On arrivera encore a la memo conclusion on transportant la cord(^ 
dont il s agit parallolcmcnt a ellc-ntieme, avee un inouv(,*inent (ion- 
tinu, do manierc a fairc decroitre indeliniment Fare sous-tendu par 
cette corde. A I’instant oii cot arc s’evanouira, la cordo so cliangera 
on une droito tangente a la courbo, ct I’on p<MU roniarqmn- quo le 
point de contact sera (ividemment distinct dos ])oinls (x, v) et 
(x -H A,r, V -f- Av). 

Concevons ii present quo, la Ibnction derivoe f'(x') etani 
continue ontre deux limites donneos, Ton (“assc croitro x outre e.('s 
liinites. La fonction / ellc-memc ira on croissant, toutes les Ibis (|ue 
sa derivee — /"(a;) aura une valour positive, et on deeroissaul 
toutes les Ibis quo la valour dc /' sera negative. Il est d’ailleurs 
lacilc de s’assurcr que, si la Ibnction /::= /'( ,r) emit mi decroit sans 
cesse entre deux valours dc x correspondantes a deux points de la 
courbo proposee, I’ordonnee dc cette courbo dans rintervallc sera 
constamment sup6rieure ou constarament inferioure a I’ordonnce de 
chaque tangente, de part ct d’autre du point de contact. Admettons, 
par exemple, qu apres avoir assigne a la variable x unc valour dotcr- 
minee, on attribuc a cette variable un accroissement A®, ct que I’e-x- 
pression 


(29) 


f'{x + Ax) 
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croisse constammenl, depuis la limite Ax — — h jusqu’a la limite 
Ax = h. La difference 

sera toujours, cntre ces liinites, affectee du meme signe que Ax\ d’oii 
il resulte que le produit 

(30) [/'(cc + Aa?) — /'(.z;)] Ajr 

sera necessairement positif. II en sera de meme, a fortiori, de tout 
produit de la forme 

(31) [/'(.r -t- 6 Ax) — /'(x)] Aa-, 

0 designanl un nombrc inferieur ii I’unite. Or, si par le point (a?, v ) 
on mene unc tangente a la courbe proposee, I’ordonnee de cetlc tan- 
gento relative a I’abscissc 

5 JT -h A.r 

sera [en verlu de I’equation (8) de la premiere Legon] 

(3:0 -C =:^)- +/'(x) Ax, 

tandis quo, pour la memo abscisse, I’ordonnee de la -courbe pourra 
ctro [wo2>la formule (8) de la septieme LeQon de Calcul differcntielj 
presentee sous la forme 

(33) y — y f\x B Ax) Ax. 

Done la difference entre I’ordonnee de la courbe et I’ordonnee de la 
tangente, savoir 

( 34 ) y-^Ay—t), 

sera Tune des valeurs du produit ( 3 i), ct par consequent une quan- 
lite positive. On prouvera pareillement que, si la quantite (29) di- 
minue constamment dopuis la limite Ax = ~h jusqu’a la limite 
Ax~h, les produits (80), ( 3 i) seront negatifs entre ces limites, 
ainsi que la difference ( 34 ), et'qu’en consequence I’ordonnee j 4- Ay 
sera inferieure a celle de la tangente. Enfin, si la quantite (39), a 
I’instant oii Ton pose Ax = o, cessait de croitre pour diminuer, ou de 
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(liminucr pour croitro, c’cst-ii-dirc, en d’autrcs (cnncs, si la valc'iir do 
la ronclion/'(.r) corrcspondanle a la valour donnoc do .r dovonail uii 
maximum ou un minimum, I’ordonnoo v + Ay do la courbo sorail 
infericurc d’un cole du point do contact, ot supdriouro d(‘. I’autro 
cote, a rordonndc do la tangcnto. (lommc il sulbl d’aillours, pour 
(Idcidcr si la fonction y' — /'(x) croit ou diminuo, do o.onsulO'r lo 
signe do y", nous dcvons concluro qu’ontro d('ux vaU^irs doniidos (bi 
I’abscissc, rordonndo do la courbo sera conslammont supdrioiin' ii 
cello do'la tangentc, si dans I’intorvallo y" proud toujours uno vabmr 
positivo; quo rordonndo do la courbo sora constammont iul'driouro a 
(‘.olio do la tangcnto, si la vjilour doj" rostc toujours ndgativo; oiilin, 
quo la courbo ct la tangonlc sc travcrscront mutuollomont, si, dans lo 
passage d’un cote du point do contact a I’autro, la valour (b* y" o.bango 
do signc. Dans ce dernier cas, lo point y) do la courlxi .sera oc 
qu’on nomine un point d’ inflexion. Cola posd, rorigino sera dvidmn- 
inont un point d’inflcxion pour la courbo 

qui toucbo ot (ravorsc on c(‘ point I’axo dos .r, ainsi (ino pour los 
courbcs 

( 30 ) 

(87) J- x 1 (j: sitl.r), 

qui touchont ot traversent en co memo point I’axo dos y. Do plus, 
comme on tirora do I’dquation (5) 



la courbo reproscntec par I’cquation (5) aura evicbjmmont un [mint 
d’inflexion dont I’abscissc x se dcduiva do la formulc 

2 

et sera equivalente au carre de 
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Lorsque la fonction y et ses derivees success! ves restent continues 
dans le voisinage d’une valeur particuliere de cc, cette valeur ne peut 
pi’oduire un point d’inflexion, par consequent un maximum ou un 
minimum de y', qu’en verifiant I’equation 

( 38 ) 

II faut on outre que, parmi les quantites 

^0 yiv 

J ^ J 9 J y • • • j 

la premiere de celles qui ne s’evanouissent pas soil une derivee 
d’ordre pair de la fonction y. 

On dit qu’une courbe ou une portion de courbe continue est con- 
cede entre deux points donnes, lorsque entre ces points elle nepeut 
etre rencontree plus de deux fois par une meme droite. Cela pose, il 
est clair qu’une courbe qui renferme un point d’inflexion ne saurait 
6tre convexe. Concevons, en effet, qu’apres avoir trace la tangente 
qui passe par le point d’inflexion, on mene de ce point deux rayons 
vecteurs a deux points tres voisins situes sur la courbe, I’un au- 
dessus, I’autre au-dessous de la tangente. Celui de ces rayons qui 
formera le plus petit angle aigu avec la tangente, ira evidemment, si 
on le prolonge en sens- contraire, rencontrer de nouveau la courbe 
proposec. Done la droite dont ce rayon vecteur fait partie aura trois 
points communs avec la courbe. On peut demontrer encore que, si, 
pour une portion de courbe comprise entre deux points donnes, 
I’ordonnee y et sa derivee y' sont deux fonctions continues de I’ab- 
scisse cc, dont la secondc croisse ou decroisse constamment, tandis 
que I’abscisse augments, cette portion de courbe sera convexe. En 
effet, si elle pouvait etre coupee par une droite en trois points diffe- 
rents A, B, C, on pourrait aussi mener deux tangentes parallMes a 
cette droite par deux points E, F de la courbe, situes I’un sur 
I’arc sous-tendu par la corde AB, I’autre sur Fare sous-tendu par la 
corde BC, et par consequent ^ reprendrait au point F la m^me valeur 
qu’au point E, ce qui est contre I’hypotbese admise. Ajoutons que, 

OButres de C. — 
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dans cetto hypolhese, la courbe tournera sa convcxUc du cote d('s 
y negatives ou du cote des j positives, suivant quo rordonnee de la 
courbe sera supcricure ou inferieurc a rordonnee de ebaque lan- 
gentc, avant ct apres le point de contact, e’est-a-diro, cn d’autres 
Icrmes, suivant quo la valour dc j" sera positive ou negative entre b's 
deux points donnes. 

II suit encore dc cos principes que, pour decider si uiu^ courlx' 
tourne sa convexite ou sa concavite vers I’axc des ,v, cn un point pour 
lequel y ot obtiennent des valcurs difTerentes dc zero, il sullit 
d’examiner si ces valcurs sent des quantites dc memo signe on de 
signes contraires, e’est-a-dire si Ic produit 

cst positif ou negatif. 

On appelle points multiples ceux dans Icsqucls viennent so rencon- 
trer deux ou plusieurs branches dc courbes qui no s’arretent pas 
toutes a CCS metnes points. On peut nominer encore points multiples 
ceux auxquels aboutissent pour s’y arreter au inoins trois branedu's 
difTerentes. L’origine cst evidemincnt un point multiple pour cbacune 
des courbes 

( 39 ) 

(40) — x^). 

En effet, la courbe (Sg) cst formeo dc deux branches representees 
par Ics equations 

y=z—x\Ji — a?*, y=:x^i — x^, 

et qui se croisent a I’origine en touchant Ics droites 

y=—x, y = x. 

Quant aux deux branches de la courbe (4o), reprcsentecs par Ics 
equations 

y=:—x^^L — x^, y = x^\/r—~^, 

elles se rencontrent encore a I’origine, mais elles ont en cc point 
une seule et m^me tangente qui coincide avec I’axc des x. 
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Si, apres avoir trace le cercle 

on construit une courbe dont I’ordonnee y soit a I’abscisse sc dans le 
rapport qui existe entre I’brdonnec du cercle, savoir ±\/R^ — a?-, 
et le rayon R, cette courbe sera ce qu’on appelle une lemniscate, et 
son equation 

(40 RV = ^"(R'— 

comprendra comme cas particulier la formule (Sq). Cela pose, les 
differentes lemniscates qu’on obtiendra en faisant varier le rayon R 
seront evidemment des courbes semblables entre elles, dont chacune 
aura sensiblement la tneme forme que le signe co, et presentera un 
point multiple co'incidant avec I’origine des coordonnees. 

L’origine est encore un point multiple oil viennent s’arreter quatre 
branches de chacune des courbes 


( 42 ) 

( 43 ) 

(44) 

( 45 ) 


I 

— X arc tang - 

” X 


= cos a;, 



X 

7 

I -h e^' 


2 

I = cosx, 


( _ ^2 )2 _ ^4 gj 

(^2 — sin^. 2 ?)^ = sin^^ tang.a?. 


Ajoutons que les demi-axes tangents aux quatre branches sent dis- 
tincts les uns des autres pour les courbes (42) et (43), tandis qu’ils 
se reduisent k deux pour la courbe (44). et k un seul pour la 
courbe (45). Ces demi-axes coincident, pour les deux branches de 
la courbe (42) situees du cote des x positives, avec les droites 



et pour les deux branches de la meme courbe situbes du cote des 
X negatives, avec les droites 
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pour Ics deux brandies de la courbe ( 43 ) situccs du cole dcs x posi- 
tives, avec Ics droites 

y=ix, y — —x, 

ct pour les deux brandies do la memo courbe siluccs dii cbtd di's 
X negatives, avec les droites 

r=ro, /— -2^; 

pour les qualrc brandies de la courbe (44)» toutes situccs du cote 
dcs X positives, avec les droites 

y = x, y—~x; 

enfin, pour le's quatre brandies do la courbe ( 45 ), avec le demi-axe 
des X positives. 

Les points d’arret, les points saillanls, les points do rebrousseiiKuit 
et d’infloxion, les points multiples, etc., eten general tons b's points 
qui se trouvent situes sur ccrtaincs courbes, de inanierc a oHVir 
quelques particularites dignes de remarque, inlierenteii ii la nailin' 
de cos memes courbes, et independantes de la position des axes eoor- 
donnes, sont designes sous le nom commun do points singiilic.rs. Ainsi, 
par exemple, on devra ranger parnai les points singuliors iriino eoiirbi' 
ceux dans Icsquels la direction do la tangente deviciulrail indeler- 
rainee. Tel cst, pour la courbe 

% 

(46) y = . 2 ; sin 4 , 

le point qui coincide avec Torigine des coordonnecs, Les points sin- 
guliers, et particulierement ceux quo nous avons noinmes points 
d’arrk ct points saillants, ont fourni le sujet d’un Memoire assi'z 
etendu, presente en 1824 a rAcademie royalo dcs Sciences, [lar 
M. Roche, ancicn eltive de I’Ecole Polytcchniquc. 
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CINQUIEME LECON. 

DIFFfiRENTXEUE DE L’aEC D’uKE COURBE PLANE. ANGLES FORJlSS PAR LA TANGENTE 
A CETTE GOURDE AVEC LES DEMI-AXES DES COORDONNfiES POSITIVES. SCR LES 
COCBBES PLANES QCl SE COUPENT OU SE TOCOHENT E.\ UN POINT DONNE.. 


Considerons toujours ime courbe plane representee par une ^ua- 
tion entre deux coordonnoes rectangulaires x, y, et soit s I’arc de 
cette courbe compris entre un point fixe et le point mobile (x,y). Si 
Ton mbne par ce dernier point une tangente a la courbe, Tangle aigu 
compris entre cette tangente et Taxe des x sera ce que nous avons 
nomme Tinclinaison de la courbe; et, en designant cet angle par 
on trouvera 



Si, do plus, on trace une ordonnee correspondante a Tabscisseoj-i-^, 
les portions de la courbe et de la tangente comprises entre le 
point {x,y) et Tordonnee dont il s’agit, seront evidemment repre- 
sentees par les valeurs numeriques des deux expressions 

(2) As 
et 

(3) =isecTAa;, 

tandis que la portion d’ordonnee comprise- entre la tangente et la 
courbe sera equivalente, au signe pres (voir la Legon precedente), 
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a un produiL do la forme 

(4) [/'(jr -H — /'(.r)] Aa;, 

0 designant un nombrc iiiferieur a I’uiiito. 

Supposons mainlenant Ic point (x ■+■ ^.x,y + Ay) assoz rapprochc 
du point {cc,y') pour quo, dans Ic passage do I’un a rautro, Ics dc'ux 
fonctions y, y' soiont continues, el la dornierc toujours croissant!' 
ou toujours decroissantc. Dans Ic triangle ciirviligno, forme ])ar la 
eourbc, la tangento ct Tordonnee corrcspondante a Tabscisse 
le dcuxiomc ot le troisieme cotc scront des portions do ligncs droitos, 
et le premier unc ligno cbnvexe. Done chaque cote do co triangle 
sera inferieur a la somme des deux autres, ct la difference ciitre les 
deux premiers cotes aura une valour numerique inferieuro au froi- 
sieme. Done les valours numeriques des expressions (a) ct (3) dilfe- 
rcront d’une quantile plus petite quo la valour numerique de Ib'x- 
pression (4), et, en divisant cos trois expressions par Lx, on devra 
conclure que la difference entre rh ^ et scct, savoir 

(5) ±:^_s<5CT, 

a une valeur numerique plus petite que cello do Texpression 

(6) . f\x-\-QLx)—f'{x). 

D’ailleurs, si Ton fait converger Lx vers la limitc zero, Texpres- 
sion (6) convergera evidemment vers la mome limitc. On pourra 
done en dire autant de Texpression (5). Or, on egalant ii zero la 
limite de cette derniere, on trouvera 

( 7 ) — s 6 ct = o 


ou, ce qui revient au meme, 

(8) rfi = i s6cr dx. 



et par suite 
( 9 ) 
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ds'^-= (i+y^-) dx^ — dx^+dy^-. 

II est bon d’observer que-dans la formule ( 5 ), et par consequent 
aussi dans les equations (7) et (8), on doit reduire le signe ± au 
signe +, lorsque I’arc s croit avec I’abscisse x, et au signe — dans 
le cas contraire. De plus, on tirera des equations (7) et (g) 


(10) 


COST =:± 


secT =z±: 


dx 
ds ’ 

ds 

dx^ 


sinr 



' , ds 

cosecT=:± 3-- 
dy 


En substituant les valeurs precedentes de seer et de cosecT dans les 
expressions (7) de la seconde Leqon, on reconnaitra que les lon- 
gueurs designees sous les noms de normale et de tangenie peuvent 
etre presentees sous la forme 


(II) 


N = ±7 


ds 

lx' 




La corde qui sous-tend Fare ±Ls compris entre les points {co^y) 
et (a? + Ao?, j -f- Aj) a evidemment pour mesure le radical 


(12) 

En consequence, le rapport de Tare a sa corde sera 

(1 3 ) -7 — ■ — * 

Or, la formule (9) entraine I’equation 


( 1 4 ) • . . — - ■ — I , 

\j dx^ -h dy^ 

dont le premier membre (en vertu du principe etabli a la page 3 o du 
Calcul differentiel) Q) est precisement la limite de Fexpression (t 3 ). 
Ainsi, lorsquun arc de courbe plane denent infiniment petit, le rapport 
de cel arc d sa corde denent egal d I* unite. 


(1) OEuvres de Cauchy, S.' II, T. IV. 
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Designons a present par a ci b Ics angles quo la cordc on secanlo 
menee du point (^,j) au point {x \x,y \y) forme avec los dc'ini- 
axes dcs x cty positives, chacun de ccs angles elant suppose compris 
cntre zero et 200". Soient de plus a, ^ les limites vers lesquelles con- 
vergent les angles a, h, tandis que Ic point (a; -1- Aa?, y -f- Aj) se raii- 
proche indefiniment dii point (x,y), c’est-a-dire, on d’autres lormes, 
les angles formes par la tangeiile prolongee dans lo memo sens (|ii(' la 
corde avec Ics demi-axcs dcs coordonnocs positives. Los formules (/j) 
dcs Preliminaires donncront 


(.5) 


COS« : 


A.r 


COS^ : 




\/ Ao!- 4“ Aj® 


ot Ton en conclura, en passant aux limites, 


(16) 


COSairr 


clx 

dy '^ 


cos (3 ™ 


\ldx--v dy'^ 


Si dans les equations (t6) on substituc au radical sa 

valeiir tiree de Tequation (r 4 )> on obliendra Tun dcs deux systenies 
de formules 

, , dx ^ dv 

ill) cosarr: , COSp -rr -7-, 

cis ^ da 

/ ox dx ^ ' dy 

( 18 ) COSa=:--^-. C0S(3r..--u. 


Lc premier systemc dcvra etrc adopte, si la tangcnte a la e.ourbe a 
ete prolongee dans le memo sons quo Tare s, ct lc second systiuno, si 

d It* 

la tangcnte a ete prolongee on sens inverse. En offet, lo rapport 7 

etant la limile de ^5 sera positif si Tare s emit avec x ou, en d’autn's 

termes, si la tangcnte, prolongee dans lc memo sens quo I’arc, forme 
avec lc demi-axe des x positives un angle aigu ct, par consequent, 
un angle dont le cosinus soit positif. Si cet angle devient obtus, son 

dx 

cosinus et le rapport deviendront en memo temps negatifs. Done 
les formules (17) ou (18) devront etre preferees suivant quo I’on 
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tlesignera par a Tangle dont il s’agit on le supplement de cet angle, 
c ost-a-dire suivant que la tangeiite a la courbe aura ete prolongee 
dans lo sens de Tare s ou en sens inverse. 

Les angles que nous avons representes par a et ^ sent evidemment 
egaux, Ic premier a Tangle n: qui mesure Tinclinaison de la courbe ou 
au supplement de Tangle t, e’est-a-dire a tt — c, le second a Tun des 

angles ~ — t, ^ qui sont encore supplements Tun de Tautre. On 
aura done 



et, par suite, 

(20) cosa^dreosr, eosP=±:sinr. 


Si de ces derniferes formules on elimine cost et sinT a Taide des 
equations (10), on retrouvera les deux valeurs de cosa et les deux 
valeurs de cos^ fournies par les equations (17) et(i8). Seulement, 
lo calcul n’indiquera pas comment ces valeurs devront Mre combi- 
nees entre dies. 

Considerons maintenant deux courbes planes tracees dans le plan 
des oe, y. Soient x, y les coordonnees de la premiere courbe et s Tare 
de cette courbe compris entre un point fixe et le point mobile (x,y)- 
Soient de meme n] les coordonnees de la seconde courbe et ? Tare 
de cette seconde courbe compris entre un point fixe et le point mo- 
bile V]). On trouvera 

(■21) ds^ — dx'-hdy-, ■=. dc^ d-rr . 

De plus, si les tangentes menees a la premide courbe par le point (as, r) 
et a la seconde courbe par le point (^, ■/]) sont prolongees dans les 
memes sens que les arcs s et dies formeront avec les demi-axes des 
coordonnees positives des angles dont les cosinus seront respective- 
ment egaux, pour la premiere tangente, a 


OEu^>res de C. — S. II , t. V. 


dx dy 
ds ^ ds 


13 
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et, pour la seconde tangcnte, a 

cTi (li\_ 
di di' 

Par suifo, si Ton nommc o I'anglr quo los doux (angoiilos (drinoiU 
onfrc dies, on aura fon vorlu do. la forinulo (3o) dos Proliininairos | 

, , , dx dl dv df] dx d- + dv d-n 

(y/>. ) • COSO - -- — , — r -i — ■>- — r~ ~ j j — • 

ds di d.i di ds dg 


Lcs deux tangentes deviendront parallMos lorsqu’on aura 


dl 

dx 

drc\ 

_dy 

di 

"" ds ’ 

2q ~ 

” ds 


on bicn 


fit 

dx 

df) 

dy 

dq-" 

~ 'els’ 

dq 

ds 


U faut observer, d’aillcurs, quo lcs formulcs (;i 3 ) el (•>, i) pouvoul oln' 
remplacces par la sculc equation 

( 2 ,)) 

do laqucllc on deduit 

dy df- dx 

Ajoutons quo les deux tangentes comprendront cnlro (dies an angle 
droit si Ton a coso = o ct, par consequent, 

(26) dx d^-h dy d-n-^ 0. 

Si dans la formulc (22) on substituc pour ds et dz lours valours 
tirecs des equations (21), on obtiendra la suivante 

(27) 

Lorsque, dans cette derniere, on nc determine pas Ic signo du second 
rnembre, elle fournit deux valeurs do S renfermecs entre zero ct tt, 


dx dy 


J d'r^ -A- 


dr 
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qui represeiitent Tangle aigu et Tangle obtus conipris entre los deux 
tangentcs prolongees indefiniment de part ot d’autre des points (a:, y) 
ot (^, -q). 

Lorsque Ics deux courbes se rencontrent en un meme point, cllos 
sont censees former entre elles les memes angles que les tangentes 
nienees par le point dont il s’agit. Alors on a pour le point de ren- 
contre 


(38) — 

et los angles que les deux courbes forment entre elles ont evidemment 
pour mcsure les valeurs de 0, renfermees entre zero et qui verifient 
(’equation (27). 

On dit que deux courbes sont normales Tune a autre lorsqu’elles 
se coupent a angles droits, et qu’elles sont tangentes entre elles ou 
qu’cllcs sc loiichent lorsqu’elles ont, en un point qui leur est commun, 
unc tangente commune, c’est-a-dire lorsque Tangle aigu compris entre 
los deux courbes s’evanouit. Dans le second cas, Tequation (20), ou 


(29) 


d-n dy 

dq dx’ 


est veritiee pour le point de contact. Dans le premier cas, Tequa- 
tion (26), ou 


(3o) 


d-f] dy 

t H 77 ~t~~ 

cl(^ clx 


O, 


est verifiec pour le point d’intersection. 

II est cssentiel d’observer que, dans les diverses formules ci-dessus 
etablies, les differentiellcs disparaitront toutes en meme temps quand 
on aura elimine ds^ dy et d'^f\ a Taide des equations (21) reunies aux 
equations differentielles des courbes proposees. Les calculs devien- 
dront plus simples si les equations tinies des deux courbes se pre- 
sentent sous la forme 

(3l) ‘0 — 

Alors, en vertu des formulas (28) et (29), les deux courbes auront un 
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point commun correspondant ii Tabscisso o’ si octlc abscisso voritio 
I’equation 

( 3a) /(,,r) F(.r) 

('L clips sc (ouchcront au meme point si Ton a d(' plus 

(33) f{^)~ F'(.r). 

Au contrairo dies deviendront normalcs rune a ranti’c si I'on a |)oui‘ 
Ip point commun 

(34) I ^-/'(.■t■) F'(.c) o. 

Si Ton representait Ics equations tinios dcs deux courbes par 
(33) /(-p,/) = o, F(;, Y])— O, 

et leurs equations difforenticllcs par 

(36) o{x,y)dx ■^■•l{.r,y)dyz=o, y) dr -\- \{.f, y) dy ■ : o, 

on trouverait, a la place do la formule (33 ), 

?(-P,/) . <I»(.c,r) 

et, a la place do la formule (34), 

(38) 9(-^3 a) *b(.r, j) -|~x(j;,.,v) X{.r, r) t- o. 

On peut, sans inconvenient, substitucr, dans la scconde des ('qua- 
tions (3i) ou (35), Ics lettres x, y aux Uittres •/) et sup])os('r, par 
excmple, que les deux courbes soient roprescntocs par les d('iix ('‘(|ua- 
tions 

(%) A— ./(•*-•). y=-F(.z'). 

Alors, pour que les deux courbes sc touchent au point dont I’absci.ss*'. 
est X, il sulTira, on vertu des formulas (32) et (33), que les valours 
de y et dc 7 ' correspondantes a ce point restent les memes dans lo 
passage de la premiere a la seeonde courbe. Au reste, cette propo- 
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sition cst evidentc. Gar, si les conditions qu’on Tient d’enoncer sont 
roniplies, il est clair que, pour Fabscisse x, les deux courbes auront 
non seulcment la meme ordonnee, mais encore la meme tangente. 

Exemples. — Les Am's. paraboles deuxieme et du troisieme degre 
represenlees par les equations 

so touchenl a I’origine et ont en ce point I’axe des x pour tangente 
commune, altendu que les deux equations 

(.4*) x-—x^ et — 

sont vorifiees I’une et I’aiitre par la valeur a; = o a laquelle repondent 
(les valeurs nulles de I’ordonnee y et de sa derivee V . 

L’origine est encore un point de contact pour les deux courbes 

i 3 

(^3) r=x'^, j = 

dont la tangente commune coincide avec I’axe des x, et pour les deux 
courbes 

3 ± 

(.\3) f — x'^ 

dont la tangente commune se confond avec I’axe des y. 

On nomme en general parabole du degre ou une courbe dont 
I’equation on coordonnees rectangulaires peut etre presentee sous la 
forme 

1 

(i.'l) . j = ou j'“, 

a dcsignant une constante positive. Cela pose, il est clair que les 
paraboles 

( 45 ) yz=:\x‘^, y = Bx^ 

se toucheront a I’origino si les quantiles a, h sont toutes deux supe- 
rieures ou toutes deux inferieures a I’unite, el qu’elles auront pour 
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tangente commune, dans le premier cas, I’axe des .r, dans le second 
cas, I’axo des y. 

Nous terminerons cello Looon on elablissanl un llieorenu^ (jiii esl 
fori ulilc dans la Iheorio des contacts des courbes planes (>.( (iiie I’oii 
pout enonccr comine il suil : 

TiiKOiuiME. — Etanl don/ides deux courbcs planes (/iii se loucJient. si, 
d parlirdu point de contact, on porle sur ces courbes prolonp^ees dans le. 
tndtne sens des longueurs egales, rnais trds petites, la droite <jui joindra 
les exlremites de ces longueurs sera sensiblenicnt parallele d la nortnale 
commune aux deux courbes. 

Demonstration. — Supposons quo les longueurs egales, porlei's sur 
la premiere el la seconde courbe a partir du point de (‘onUK^I, abon- 
tisscnt, d’une partau point (x,y), de. I’autre an point (^, y]V Soi(m(, 
dc plus, s et q les arcs renfermes : i" entre un point (ixe de la pre- 
miere courbe etle point (n-, p'); 2*’ ciitiMi un point fixe d(‘. la seconib' 
courbe et le point (^, •/]). Tandis qiu' les ooordonnees .r, v; -q varie- 
ront simultancment, la diireronce 


s -- .« 


restera invariable et Ton aura eu consequence <; - - s -i- cons!., 

( 46 ) dq ~-ds. 


Soient d’ailleurs a, p les angles que forme aveo l(',s demi-axes d('s 
coordonnees positives la tangente commune aux deux courlu's, pro- 
longec dans le mcme sens quo les arcs j et c; a la longueur de la 
droite menec du point (E,q) au point (x,y); enfin X, |jl les angles 
que forme cette droite avee les dcini-axes des coordonnees positivf's. 
On trouvera 


( 47 ) 


COS a — 


dx 

ds 


cosp- 


dy 


dr\ 


7f'c' 


B — — (j - 

loC - P 

0051 =:- 2, COSfJL: 


■■ny-. 


y — f] 

B ’ 


( 48 ) 

( 49 ) 



CALCUL DIFFERENTIEL. 

ot 1 on tirera des formules ( 21 ) reunies aTequation (46) 

djc- -t- ^zd^'+d-n- 

ou, cc qui revient au meme, 


(3o) (dx + dE) {dx — dl) H- (dj -t- d-n ) {dy — d-ci) 

Or Ics equations ( 47 ) donneront 


(5j) 


dx + dE _ dy -!- dtt 
cosa cos^ 


r= ds -4- tr/g = 2 d.^. 


0 . 


Dc plus, cn faisant converger h vers la limite zero, dans la formule (3) 
de I’Addition placee a la suite des Legons de Calcul infinitesimal ('), on 
cn conclut que, dans le voisinage d’une raleur particuliere de x qui fait 
evanouir deux fonclions donnees, le rapport entre ces fonctions differ? 
tres pen du rapport entre leurs derivees et, par consequent, du rapport 
entre leurs differentielles, quand mime ces differentielles el ces dericees 
s’ dvanouiraient d leur tour pour la valeur particuliere dont il s’agit. En 
appliquant ce principe aux seconds membres des equations (49)» on 
rcconnaitra que les quantites cosX, cosp, peuvent etre determinees 
approximativement par les formules 


(52) 


cosX = 


dx — dE 
d'i 


? 


COSp-"-= 


dn — dy 


On aura done a tres peu pres 
(53) = 

^ ^ COSA cosp. 

Cette derniere equation sera d’autantplus exacte que les points (tc,y) 
ct (^. Y]) se trouveront plus rapproches du point de contact des deux 
courbes. Si maintenant on remplace, dans la formule (5o ), les diffe- 
rences 

-h dy -4- d'C\ 

par les quantitds cosa, cos^ qui sont entre elles dans le meme rap- 
port, et les differences 

dx — d\, dy — d-n (*) 


(*) QEuvres de Cauchy, S. II, T. IV, p. 245 . 
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par dos quantiles proportionnelles a cos diH'croncos, savoir oosX (>( 
cosp., on trouvera definitivomcnt 

fj/J) cos a cos X -h cos (3 cos p - o. 

Done la droito nionoo du point (?, y]) an point (.r, r) sera s(Misil)lo- 
ment por])cndiculairo a la lanp;onl(! commune anx deux courhos on, 
CO qui roviont au memo, scnsiblom<'n( paralloh' a la normalo com- 


muno. 
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SIXIEME LECON. 

DE LA COUnBURE D’une COURBE PLANE RN UN POINT DONNfi. RAYON DE COCRBURE, 
CENTRE DE GOURBURE ET CIRCLE OSCULATEUR. 


Soil R le rayon d’un cercle qui touche une droite en un point 
donne. Si Ton fait croitre indefiniment le rayon R, la portion de la 
circonference qui avoisine le point de contact s’approchera sans 
cesse de la droite dont il s’agit et se confondra sensiblement avec 
cette droite lorsque le rapport ^ differera tres pen de zero. Au con- 
traire, la circonference se courbera de plus en plus si, le rayon R 
venant a diminuer, le rapport g devient de plus en plus grand. En 

consequence, il est naturel de prendre ce rapport pour la mesure de 
ce qu’on pent appeler la courburedu cercle. Soient d’ailleurs x, y les 
coordonnees d’lin point quelconque de la circonference, t I’inclinaison 
on ce point, ^I’arcrenferme entre un point fixe etle point {x,y)\ enfin 
Arc, Aj, At, A 5 les accroissements que prennent ces diverses variables 
quand on passe du point {x,y) a un second point assez rapproche 
pour que I’inclinaison croisse ou decroisse toujours dans I’intervalle. 
L’arc renferme entre les deux derniers points sera precisement ±: Aj, 
et Tangle compris entre les rayons qui aboutissent aux extren(iit6s de 
cet arc sera egal a Tangle rt At conapris entre les tangentes extremes. 
Cela pose, on aura evidemment 

±: A5 = ± R At 

et, par suite, on trouvera pour la courljure du cercle 



i3 


OEuvres dtt C* — S. Il, t. V. 
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Concevons maintenant quc Ton designe par x, y; x -i- A.r, y -h Sy 
les coordonnees do deux points situos, non plus sur uno eirconlo- 
rcncc do cercle, mais sur unc courhc quelconque, et assez rappro- 
ohes I’lin do I’autrc pour quo I’inclinaison -r croisso ou docroisse 
d’une manierc continue entre Ics extremites do I’arc rh A.y. Le rapport 


(3). 


-h 


Ar- 

A.9 


variera on general avec Fare =b A.y et sera co quo nous appellerons la 
courbare moyenne do cot arc. Do plus, si le: point (ir -4- A.t% y -h Ay) 
vient kse rapprocher indefmiment du point (®, j), les deux quantitos 
rhAy, ±At convorgeronl simultancment vers la liniito zero. Mais la 
limite vers laquelle convergera lour rapport, savoir 


( 3 ) 



J 


sera en general unc quantitc fmic, quo nous nonunorons la coarhuia 
de la courhc au point {x,y). 

L’anglc rbAv compris entre les tangontos oxtroinos do Taro. rl:A.y 
cst ce qu’^on appclle ordinal roment V angle de contingenee. 

Lorsque Fare ± As ost tros petit, sa cordo ost sonsihloinont poiqx'ii- 
diculaire aux deux normalcs mcnees a la courhc quo Fon oonsidoro 
par les points (x, y), (x -i- Ax, y + Ay); et la distance du point (.r, _y) 
au point de rencontre dcs deux normalcs ost sensihlornont oquivalonto 
au rayon d’un cercle qui aurait la memo courbure qucs la (unirbo. Kn 
effet, soientr cetto distance ctpla limite dont olio s’approobo indc- 
finiment. Dans le triangle fortne par les deux normalcs ot la oord(^ d(( 
Fare dz As, Fangle oppose k cetto cordo sera evidommont cgal a Fangio 
de contingenee ± At, tandis quo Fangio oppose au cote r dillorora 
tr^s peu d’un angle droit. Done, si Fon designe par t un noinbre inti- 
niment petit, on aura 
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On cn conclura, en passant aux limites, 


P \Jdx--frdy^ 
ou, CO qui revient au meme, 



Oi, il resulte evidemment de la formule (4) que p exprime le rayon 
clu cercio dont la courburc cst egale a ±: Ce rayon, porte a partir 

(lu point {x,y) sur la normale qui renfermc ce point, est ce qu’oji 
nommc le rayon de courbure de la courbc proposee, relatif au point 
dont il s agit, et Ton appelle centre de courbure eelle des extremites du 
rayon de courbure que Ton peut considerer comme le point de ren- 
contre de deux nonnales infiniment voisines. Le cercle qui a ce der- 
nier point pour centre et le rayon de courbure pour rayon se nomme 
cercle de courbure ou cercle osculateur. Il touche evidemment la courbe 
donnee, a la meme courbure qu’elle et tourne sa cohcavite du meme 
cole. 

La courbure et le rayon de courbure d’une courbe peuvent ctre 
pr4sentes sous diverses formes qu’il est bon de connaitre et que 
nous allons indiqucr. 

Si Ton prendojpour variable independante, on aura (premiere et 
cinquieme LcQons) 


tangT = ±j', , T = ± arc tang/', 

ds =±\J I dx, 


y 


et par suite I’cquation (4) donnera 


(5) 



V 


// 


(1 + /'=)* 


-iL. 

sec^r 


A I’inspection de cette derniere formule, on reconnaitimmediatement 
que la courbure devient nulle et le rayon de courburc infini toutes 
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les fois que y" se roduit a zero. Alors le cerclc osculatour sc trana- 
formc en une droitc ct so confond avoc la Ungento. G’csl co qui a 
lieii, par exemple, pour Ic point d’infloxion do la courho y — cl, 
en general, pour tons lea points d’infloxion dans le voisinagc dosqucls 
lea fonctions f et y" roatent continues par rapport a jc. Si, pour un 
certain point, la valour do y" devenait infmic, sana quo la tangonte 
fut perpendiculairc al’axc dos x, la courbure scrait cllc-mcino inlinic 
ot le rayon do courbure s’evanouirait. linfin, si les quantiles y',y'' 
devenaient toutes deux infinies, la fraction 

se presenterait sous unc forme indeterminee. Mais on pourrait fixer 
la veritable valeur do cetto fraction a I’aide dcs principes etablis dans 
le Calcul differential. 

Quelquefois, tandis quo rabsciasc a? varie d’une manicre eontinue, 
Ic rayon de courbure change brnsquemont do valeur. (hsttc (dreon- 
stanco pout sc presenter, non sculcnicnt dans les points dos courl»cs 
que nous avons nominos points saillanis, lorsque la fonction y' devient 
discontinue en cliangcant brusquement dc valeur, mais eneons dans 
le cas oil, la fonction y rcstant continue, la fonction y" oflVe dos 
solutions de continuite. Par exempie, clle a lieu dans cliacune des 
courbes 

(6) y=:x arciang^ 

(7) j = 4 - arciang^^j 

pour le point qui coincide avec roriginc des coordonnecs, Icqucl cst 
tout ala fois un point saillant de la premibre courbe ct un point de 
contact de la secondc avec Taxe des x. En cffct, on reconnaitra sans 
peine, kl’aidede laformule(5), quo, au momentoii la variable a? s’bva- 
nouit pour changer de signe, le rayon de courbure dc la courbe (6) 
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passe cle la Yaleur^|^(|^ — 1^-1- ij' a la valeur + iy-+- ij', et 
celui de la courbe (7), de la valeur — - — a la valeur — - — 

Lorsque, dans la formule ( 5 ), on subsfcitue a secT = v^i le 

rapport entre la normale N et la valeur numerique de I’ordonnee j 
[wzVrequation ( 5 ) de la deiixibme Legon], on trouve 


(8) 

et Ton en conclut 

(9) 



N» 


> 


p=zfc 


r*y'' 


On determine facilement, a Taide de I’equation (9), les rayons de 
courbure de plusieurs courbes, ainsi que nous allons le faire voir. 

Exemple 1 . — Concevons que, la constante p etant positive, on con- 
si dcre la courbe representee par i’equation 


(10) 


y^— ipx -f- qx^. 


Cette courbe sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant 
que la quantite q sera negative, nulle ou positive. De plus, on recon- 
naitra sans peine : 1° que I’axe des x coincide avec un axe de la 
courbe et I’origine avec une extremite de cet axe; 2° que, dans le 
cas oil la constante q surpasse la quantite — i,/> represente le para- 
metre, c’est-a-dire I’ordonnee elevee par un foyer de la courbe. Or, si 
Ton differentie I’equation (10), on en tirera 


et-, par suite. 


yy'=p-^q« 


yiy'i — %pq X + x^ = qy"^. 



+ 


puis, en differentiant de nouveau et divisant par ay, 





7V = — y* 
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Cela pose, requation (9) donncra 


(«') 


P “ 


N"' 

jr 


Aiiisi, dans la coui-bo (to), Ic rayon dc courhure cst cj'al an (uihe de 
la normalc divise par le carrd do la longueur/?. Si Ton reniol pour N 
sa valour 

N = \/y'^ -H ~ [ ( t -I- <7 ] \ 


la I'ormulo (9) dovicndra 

(, 2 ) p_ -- 

Enfili, si la courbc proposcc so reduil a la parabole 
(i3) f-zrz'ipx. 


on aura simplemenl 


(i4) 





P 


t 


Lorsquc, dans Ics formulcs (to) et (12), on pose x ~ o, on on (ire 


y~o, p~~p. 

La memo remarquo ost applicable aux equations (t 3 ) el (i/i). On pent 
cn conclure quo, dans la parabole, dans I’cllipse ct dans rhyperbob*, 
le rayon de courbure correspondant au sommet, ii unt'. ((xtreinite. dn 
grand axe ou a uno oxtremitc do I’axc reel, est equivalent au [)ara- 
mbtro. 

Exemple II. — Gonsiderons I’eHipsc ou I’liypcrbole dont a et b sent 
Ics deux axes et dont I’^quation est 


(. 5 ) 
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Ell operant comme dans le premier cxemple on trouvera 


(. 6 ) 



W 



3 „ 


puis, en remettant pour N sa valeur tiree des formules (12) dc la 
secondc Logon, 



Si Ton considere en particulier I’ellipse 


(. 8 ) 


ai 


on trouvera, pour Ic rayon de courbure a Textremite de I’axe 2«, 

' ^ 

ct, pour le rayon de courbure a I’extremite de Taxe 2b, 

P = T' 

b- 

Alors, si 2a represente le grand axe, — sera le parametro designe 
dans le premier excmple par la constante p. 

Exemple III. — Considerons la cyeloide dans laquelle I’ordonnee j 
et sa derivee/ sent determinees paries formules (ad) et (aS) de la 
seconde Logon. On tirera de la formule (aS) 
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puis, en differentiaiit ct divisant par ay', 

y =—~i= yy'—— Ry = — ? n* 

ct, par suite, 

N® 

(19) p ^ 2N. 


Ainsi, dans la cych'ide, le rayon de courhure est double de la normalc 
lorsqu’on prend la base pour axe dcs x. Par consequent Ic rayon d(‘ 
courbure s’evanouit avee la normalc el la courburc est inlinie dans 
tous les points oil la cyclo'ide rencontre la base, e’est-a-dire dans tons 
les points do rebroussement, landis que, dans les points les plus cloi- 
gnes de la base, le rayon de courburc devient egal au double du dia- 
metre du cercle generateur. 

Concevons maintenant quo Ton cesse de prendre rabscissea; pour 
variable indepondantc. On trouvera 


L 


dy 

arc tang 


(l.—± d ^y — dy d^.r 




et la formule ( 4 ) donnera 


(20) 


dx d’^y — dy ^ dx d^ y — d y d^x 

{dx^^df-Y 


Dans le cas particulier oil I’on considerc I’arc s comme variable inde- 
pendante, on peut transformer le second membre de la formule (20) 
de maniere qu’il renferme sculement les derivees du second ordre des 
coordonnees x et/ par rapport ii En cCfet, si Ton differcntic Tequa- 
tion 


en regardant ds comme une quantity constantc, on aura 
(21) dxd^x-\-dyd^yt=o, 
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el Ton en conclura {voir V Analyse algebrique. Note II) 

_ —d^x _ dxcPy — d ycPx ^ 

iy ~ d^-yiy-. ‘ ’ 

puis, en ecrivant ds- au lieu de dx'+dy'^, 


dxd^y— dycPx ^ >-)2]s 

ds^ ds 


lOo 


Cela pose, on tirera de la formule (20) 


Ajoutons que, si, a partir du point {x,y), on porte sur la courbe 
donnec ct sur sa tangente, prolongees dans le meme sens que I’arc s, 
des longueurs egales et infiniment petites representees par i, on trou- 
vera, pour Ics coordonnees de I’extremite de la seconds longueur, 


. dx 



et, pour les coordonnees de I’extremite de la premiere, 


I 


.dx 


ds 



.dy 


f d- y^ 
2 \ ds- 



1, J d^signant des quantites infiniment petites. Done, si Ton nomme a 
la distance entre les extremites de ces deux longueurs, on aura 


et, par suite, 
( 23 ) 



De cette derniere formule, combinee avec I’equation (22), on tire 
(24) P = 


En consequence, pour ohtenir le rayon de courbure d’une courbe en un 

OEuures de C. — S. II, t. V. . - , 



106 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

point donne, il suffil de porter sur cette courhe el fiur sa tangenle; pro- 
longees dans le m 6 mc sens, des longueurs dgales et infinimenl pelifcs, et 
de drnser le carre de Vune d’elles par le double de la distance comprise 
entre les deux extremites. Lu limitc du quotient cst la valour oxacfo dii 
rayon do courbure. 

Lorsqu’on vcut appliqucr les formulcs ( 5 ), (20) on (22) a la deter- 
mination de la courbure d’unc courbo, il faut commencer par oxpriimn- 
les difTerentiellcs du premier et du second ordro des coordonne(^s x, y 
on fonction de ces coordonneos et de la dilfercnticlle do la variabb' 
indepcndantc. On sc trouvera dispense de refaire dans ebaquo. (;as par- 
ticulier un calcul do cette esp'ece, si Ton cmploie la formule generale 
que nous allons etablir. 

Soit 
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De cette dernifere formule, combinee avec I’equation (20), on con- 
clura 


(29) 


d^u 

0 ^^ 


dx^~ 


■ 2 - — ^ dx dy'- 


' dx dy 


d-u 

dy 


dy- 




puis, en remplagant les dififerentielles 


par les quantites 


dx, dy 

dll dn 

dy dx 


qui ieur sont respectivement proportionnelles, on trouvera definitive- 


men t 
(So) 


I 

P 


/du\^ d^u 
\<^// dx'^ 


da du d^ a 
dx dy dxdy 



/d«Y' 


w) . 


{ ^ Y 

\dx) dy- 


Si les variables x^y etaient separees dans Tequation ( 25 ), c’esf-a-dire 
si la fonction it se composait de deux parties, dont Tune renfermat la 
seulo variable x et Tautre la seulc variable 7, on aurait 

d' ii 

dx dy 

et la formule ( 3 o) sc reduirait a 


(3i) 





Si Ton applique la formule ( 3 o) ou ( 3 i) aux courbes representees 
par les equations (lo), (i 3 ), (i 5 ), ... on obtiendra de nouveau les 
valeurs de'p que fournissent les equations (12), (i 4 )« (i7)> — 
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En terminant celtc Le?on, nous ferons observer qu’on pout, dans 
la formulo (4), substituor a I’anglc v Tune quciconque des valcMtrs 
de propres a verifier [’equation (5) do la premiere Lecon, c’esl- 
ii-dire une valeur de la forme 


(32 ) . = ± /ITT H- arc lang7'=± «7i ± T, 


n designant un nombre entier quciconque. Alors la formulo c^i) 
devient 


(33) 



Nous ajoutcrons quo le centre de courhure corre^pondant au point (cc,y) 
sera place, par rapport a ce dernier point, du cote des y positives ou da 
cdti des y negatives, suivant que la valeur du rapport 


(34) 


dx- 


sera elle-mime positive ou negative. En elTet, lo centre do eourbinu'. 
etant le point d’intcrsection do deux normalcs infiniment voisini^s, 
il est clair que la courbe tournora toujours sa concavitc vers co raetnc! 
centre. On en conclut, en prenant x pour variable independanto, (d 
ayant egard k la remarque de la page 82, quo lo centre do coiirbure 
sera situe, par rapport au point (a?, 7), du cote des y positives, si la 
valeur dej" est positive, et du cote des / negatives dans lo cascon- 
traire. D’aillours, en prenant toujours a; pour variable independanto, 
on tire de I’equation (Sa) 


(35) 


don i -h ^ 


et comme, en vertu de-la formula (35), les quantiles 


dx 


y 


seront toutes deux positives ou toutes deux negatives, on pourra 4vi- 
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demment consulter ]e signe de la premiere au lieu du signe de la 
seconde. Si, de plus, on observe que la valeur et le signe du rap- 

port ^ restent les mfimes, quelle que soit la variable independante, 

on se trouvera immediatement ramene au principe qu’il s’agissait 
d’etablir. 
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SEPTIEME LECON. 


Dfil’ERMlNATION ANALYTIQUE DU CENTRE DE COURBURE D’UNI! COURBU PEANU. 

tiiEorie des dEveloppEes HT kes dEveloppantes. 


Soient p lo rayon do courbure d’uno courbc piano corrospondanl an 
point (x, y), et y] Ics coordonnocs du centre do courlnin^. (lo (•('idro 
n’etant autre chose quo I’extremitc du rayon p, por(d sur la norrnalo 
a partir du point (x,y), et du cote vers Icquol la <‘mirho touring sa 
eoncavitc, les coordonnecs y] vorificront evidemmont los deux o(jua- 
tions 

(,) 

et 

(a) (I — a?) fte (yi — /) c/j)/ o, 

desqucllos on doduira la formule 

{dx^ + dy'‘y ~ 

De plus, il resultc du principe 6tabli a la fin do la Le^jon prdo.ddi'uto 
quo, si Ton appelle I’un des angles determines par la formule 

(4) taugi^rz^, 

Y) — _7 ct lo rapport scront des quantit6s do m6mc signo. En ayant 

egard a ce principe et a I’equation (33) do la mfime, Le?on, on tirera 
de la formule (3) 


I 



ct, par suite, 
( 6 ) 
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dx V dy 

Les equations (6), comprises Tune et I’autre dans la formule (5), 
suffisent pour determiner les coordonnees du centre de courbure 
d’une courbe plane. 

Si Ton prend a; pour variable independante, on trouvera, en multi- 
pliant chaque membre de la formule (5) par dx, et substituant a ^ 
sa valeur tiree de I’equation (35) (sixieme Lecon), 


( 7 ) 



ou, ce qui revient au memo. 


i-t-y* 


( 8 ) 


I -f- v'^ 


I 


=-/ 


I_|_y'S 


Si Ton cesse do prendre x pour variable independante, Tequa^ 
tion (4) donnera 

^fdy\ dxd-y — dyd^x 

cos-i]; \dx) dx^ ’ 

j j I dx dP'y — dy d‘X dx d^y — dy dr x 

j ^ tang*^ ^ dx^ dx’^ -h dy^ ’ 


et les formules (5), (6) deviendront respectivement 

n—y_^ —y _ 4- dy^ _ 

dx — dy dxd-y — dyd^x' 

, dx^-^dy"^ ,, dx‘--ydy^ 

(10) 'n—y — ‘^‘^-d;^iy_dyd*x' ' ^ ^ dxd^y — dyd*x' 

On aura, par suite, 

(11) (^ — ^) d’^x-^{yi—y)d^y=dx"^-^dy^-~ds'^. 


ou, ce qui revient au meme, 

d^x 
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II est lacile d’obtenir directement cello derni^?re equation. En ofl’cl, 
soientX, (a les angles quo la normale, prolongee du cote vers lequel 
Ja courbe tourne sa concavite, forme avec les demi-axes des coordon- 
nees positives. On aura bvidomment 

(i6) — “COsA, '——cosu. 

P P 

Goncevons, de plus, que Ton prenno I’arc s pour variable indepen- 
danle, et qu’a partir du point (a;,/) on porte sur la courbe el siir sa 
tangente, proloiigees dans le memo sons, des longueurs egales (>1 
infiniment petites representees par ^. Si Ton appelle « la distance' 
comprise entre les extremites de ces deux longueurs, la distance a, 
comptee a partir de la tangente, aura pour projections algcbriques sur 
les axes (im'r la page io5) des quantiles de la forme 


(i4) 


f i\ £ 

3 \ als'* /’ 3\</.S* 



I, J designant des quantiles infiniment petites, el formcra par conse- 
quent avec les memos axes, prolonges dans le sens des coordonneos 
positives, des angles qui auront pour cosinus 


(i5) 


d‘-x 
2 a V ds‘ 


4- I 


\ fd^y 
)' 2s\ds^- 


-1-.J 


D’ailleurs (cn vertu du theorbme etabli a la fin dc la cinquiemo Let'on) 

la droite sur laquelle sc comptera la distance a sera sensibloment 

parallele a la normale; et, comme cette distance devra ctro portec, a 

partir de la tangente, du cote oil se trouvera Ic centre dc courbure, 

nous sommes en droit de conclure quo les liinites des expressions (x5) 

seront equivalentes aux cosinus des angles X, [a. Cola pose, en redui- 

*2 

sant I et J a zero, et subsfituant au rapport — sa limito p, on aura 

Id ^ 


(i6) 


V 

P-di = 
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Si Ton cessait de prendre I’arc s pour variable independante, il fau- 
drait remplacer 

d-y 

~d^’ IF 


par 



Alorsles ^nations (i6) deviendraient 


(17) 




= cosl, 



= COSfi. 


Si Ton multiplie membre a membre les formules (i 3 ) par les for- 
mules (16) ou (17), et si Ton ajoute les equations obtenues, en ayant 
egard, dans le cas oil I’on emploie les formules (17), a I’equation (2), 
on se trouvera imm6diatement ramene a la formule (12). 

Dans le cas particulier ou Ton prend I’arc s pour variable indepen- 
dante, on tire des equations (i 3 ) et(i6), reunies a la formule (22) de 
la sixibme Legon, 


(18) 


I 

t) 


— x = p 





{d^a;)^-h{d’-yy ’ 

{d^xy--h(d^yy 


On arrive au meme resultat en substituant, dans les equations (10), 
a et a — dy, les quantites d-y et d^x, qui leur sont respective- 
ment proportionnelles en vertu de Thypothese admise \voir la for- 
mule (21) de la sixieme Legon]. 

En reunissant les formules (i), (2) et (.11), on obtient le systeme 
des equations 

( i^-xy+{-n-yy=p\ 

(ig) I {^ — a!)dx-h(v}~y)dyz=o, 

( (^ — -h'C'n — y)<^y — dx'^ — 
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qui sufEsent pour determiner en fonction de x les trois inconnues 

Y] et p. II est essentiel de remarquer que I’on retrouve la deuxieme et 
la troisieme equation, lorsqu on differentie la premiere et la deuxieme, 
en operant comme si les trois inconnues etaient des quantites constantes. 

Lorsque le point {x,y) vient a se depkcer sur la courbe donnee, le 
centre de courbure se deplace en meme temps. Si le premier point se 
incut d’unc maniere continue sur la courbe dont il s’agit, le deuxieme 
decrira une nouvclle courbe. Or, pour obtenir I’cquation de cette 
dernierc, il sulfira evidemment d’exprimer en fonction d’une scule 
variable, x, ou y, ou s, etc., les valeurs de r] et de ^ tirees des for- 
mules (6) ou (lo), puis d’eliminer cette variable entre les deux for- 
mules. L’equation resultant de i’elimination ne renfermera plus que 
les deux variables rj, et represen tera precisement la ligne qui sera 
le lieu geometrique de tous les centres de courbure de la courbe don- 
nee. Pour etablir les principales proprietes de cette ligne, on diffe- 
rentiera les formules (lo), ou, ce qui revient au meme, les deux pre- 
mieres des equations (19). En operant ainsi, et ayant egard a la 
remarque precedemment faite, on trouvera 

(20) (^ — a!)d^-h(n—y)dv = pdp 
et 

(21) dx -h dy dn = o. 

Or il reSulte de I’equation (21) (voir la cinquieme Legon) que les tan- 
gentes menees a la courbe donnee par le point (to,y), ct a la nouvelle 
courbe par le point (^, v]), sontperpendiculaires entre elles. Done le 
rayon de courbure, qui se compte sur la normale menee a la premiere 
courbe par le point (a?, j), et qui aboutit au point (^, y]), sera, en ce 
dernier point, tangent a la deuxieme courbe. De plus, si Ton nommo ? 
Parc de la nouvelle courbe compris entre un point fixe et le point 
mobile ( I, y]), on aura 


(22) 
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ct Ton tirera des formules (2) et (21), combinees avec les formules (i), 
(20) et (22), 

dn 

—y 

_ (^ — a;) + (y) —y)d-fi ^ 

p ” p p ’ 

On trouvera, par suite, 

(24) c?p=±cfs ou c?(p::ps) = 0. 

Si Ton fait, pour plus de commodite, 

P±S = EJ(^), 

on reduira I’equation (24) a 

= o; 

puis, en designantpar Aajun accroissementfini attribue alavariablea;, 
par Ac7(jj) I’accroissement correspondant de p 4= c, etpar 6 un nombre 
inferieur a I’unite, on tirera de la formule (8) de la septieme Le§on 
de Calcul differentiel 

AtiT(a;)=ti5(ar + Aa;) — ts{x) = rs'{x + Q Ax) Ax —o. 

On aura done A(p qr c) = o, ou 

( 25 ) Ap = ±: As. 



II suit de I’equation ( 25 ) que I’arc ± A? renferme entre deux points 
de la nouvelle courbe equivaut a la difference des rayons de courbure 
qui aboutissent a ces deux pointsj Ajoutons que le signe place devant 
la difference A?, dans I’equation (20), sera toujours celui qui prece- 

dera le rapport — dans la formule (28), et par consequent celui qui 
precedera les rapports ^ dans les deux equations 


ds ~ p ^ dg ~ p 


(26) 
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II en resulte (twies pages 19 et 88) que Tare ? et le rayon de cour- 
bure p croitront simultanement. si la tangente a la nouvelle courbe, 
etant prolongee dans le meme sens que Tare coincide, non pas 
avec Ic rayon p, mais avec le prolongement de ce rayon au dela du 
point (^, v]), tandis que, dans I’hypothese contrairc, le rayon p venant 
a croitre, I'arc ? diminuera. Cela pose, concevons qu’iin lil inexten- 
sible, fixe par une de ses extremites au point (^,v]), et d’unc lon- 
gueur egale a celle du rayon de courbure p, soil d’abord applique sur 
ce rayon; puis, que le meme fil, restant toujours tendu, vienne a se 
mouvoir de telle sorte qu’une partie s’enroule sur I’arc ± A?, compris 
entre les points (^, yj) el -h A?, y] -1- Ay]). L’autre partie, qui reslera 
droite et touchera la nouvelle courbe au point -h A^, y] -4- Avj), aura 
evidemment la longueur du rayon de courbure qui aboutit a ce point, 
et par consequent celle des extremites du fil qui coincidait d’abord avec 
le point (37,7) se trouvera transportee au point (cc -1- Ao?, 7 -1- A7). 
Comme ce dernier point est situe sur la courbe proposee, et que notre 
raisonnement subsiste quelle que soil la longueur de I’arc ±: A?, nous 
devons conclure que le fil inextensible, pendant qu’il s’enroule sur la 
nouvelle courbe, decrit par son extremite mobile la courbe donnee. 
La meme courbe se trouvera encore decritc, mais en sens contrairc, 
si, apres s’etre enroule sur I’arc ±: A;, le fil se meut de manierc a 
revenir a sa position primitive, et, dans ce mouvement retrograde, la 
portion du fil qui s’etait appliquee sur I’arc ± A? sc dcveloppera de 
nouveau en ligne droite. De cclte remarque derivent quolques ex- 
pressions employees generalement et qu’il est bon de connaitre. On 
appelle ddveloppee de la courbe proposee la nouvelle courbe dont les 
arcs se developpent en ligne droite sur le rayon de courbure do la 
premiere. Au contrairc, la premiere courbe, decrite par I’extremite 
mobile du fil enroule sur la seconde, est la developpante de celle-ci. 

Pour montrer une application des formules ci-dessus etablies, sup- 
posons qu’il s’agisse de trouver le lieu des centres de courbure do la 
cycloide representee par le systeme des equations (20) (deuxibmc 
Le^on), ou, en d’autres termes,' la developpee de cette courbe. Les 
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formules ( 5 ) de la premiere Legon et (aS) de la seconde fourniront 
Tequation 


tang4' = y = 


R sinw 
7 


sin to CO 

col-, 

I — cos CO 2 


a laguelle on satisfera en prenant 
(27) ']>=±n. 


et designant par n un nombre entier quelconque. On aura, par suite, 

(28) 

‘ 2 

et les formules (6) donneront 

/ > y dv dx 

(29) -^^y-^d^' 


Si maintenant on substitue pour x, y, dx et dy, leurs valeurs tirees 
des equations (20) et (24) (deuxieme Lepon), on trouvera 

(30) ^ cc +- 2 R sinu = R (o) + sineo), 1 )= — = — R(i — cos to). 
Enfin, si Ton pose 

(31) (o = 12-t-Tr, 
on obtiendra le systeme des formules 

(32) 7tR = R(i2 — siniJ), u + 2 R = R(i — cosl2), 

qui 'sera propre a representer la developpee de la cyclo'ide. Cette de- 
veloppee passera evidemment par le point qui a pour coordonnees 
X = uR, j= — 2R, et qui n’est autre chose que le centre de courbure 
correspondant a I’ordonnee maximum de la premiere branche. Si, 
afin de transporter I’origine a ce meme centre, on remplace S par 
^ + itR et Y) par y] — 2R, les equations ( 32 ) deviendront 

(33) ^.= R(£J — sin£2), u = R(i — cos£2). 

Corame ces dernieres sont toutes pareilles aux equations (20) de la 
deuxieme Le9on, nous devons conelure qu’une cycloide a pour deve- 
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loppee une autre cyclo’ide de meme forme ct de memes dimensions, 
dont les points de rebroussement coincident avec les centres de cour- 
burc correspondents aux points milieux des diverses branches de la 
premiere. Ajoutons que les points de rebroussement de la premiere 
snnt en memo temps les points milieux des diverses branches de la 
soconde, et que, la seconde cycloide etant representee par les for- 
raules (32), sa base se confond avec la droite qui a pour equation 

(34) J'=-2R, 

II serait facile d’etablir les equations ( 3 o), en partantdu principo 
etabli dans la sixieme Legon, savoir, que le rayon de courbure de la 
cycloide est double de la normale quand la base est prise pour axe 
desic. En effet, envertu de ce principe, le milieu du rayon de cour- 
hure, e’est-a-dire le point qui a pour coordonnees 

a + 1 f + -n 

J > 


coincide avec le point dans lequel la base est touchee par le cerclc! 
generateur, et dont I’abscisse est R,o) = a? + Rsinw. On a done les 
equations 

^ + ^ , T> . .r -+-^ 


— a? -t- R. sin to, 


= 0 , 


desquelles on deduit immediatement les formules ( 3 o). On pent 
meme, sans recourii* a ccs formules, et a I’aide du seul principe que 
nous venons de rappeler, determiner la nature de la courbe qui sert 
de developpee a la cycloide. Pour y parvenir, decrivons avec le rayon R 
deux cercles egaux, qui aient lours centres places sur Faxe desj. Fun 
au-dessus, Fautre au-dessous de Faxe des x, et qui touchent ce der- 
nier axe a Forigine des coordonnees. Concevons ensuite que Fon fassc 
rouler ces deux cercles, le premier sur Faxe des x, le second sur la 
droite parallele y= — 2R, de maniere qu’ils ne cessent pas d’avoir 
Faxe des x pour tangente commune. Les rayons, qui, dans le premier 
instant, aboutissaient a Forigine des coordonnees, tourneront autour 
des centres des deux cercles et decriront en meme temps des angles 
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egaux; d’ou il resulte : i° que ces rayons seront toujours paralleles; 
2“ que la droite qui joindra leurs extr6raites passera parle point de 
contact et sera divisee a ce point en deux parties egales. Or la partie 
comprise dans le premier cercle sera evidemment la normale de la 
cycloide proposee que decrira Textremite du premier rayon. Done le 
rayon de courbure de cette courbe, egal au double de la normale, 
coincidera necessairement avec la droite entiere, et le centre de cour- 
bure avec I’extremite du second ravon. Done le lieu des centres de 

t/ 

courbure, ou la developpee de la meme courbe, sera precisement la 
seconde cycloide decrite par cette extremite. 

Les equations (6) et (lo), dont-nous avons indique I’usage dans la 
recherche des developpees, peuvent etre remplacees par d’autres qui 
renferment seulement les quatre variables y ], x ety. En effet, soit 

(35) « = o 


I’equation d’une courbe plane, u designant une function des deux 
coordonnees x, y. On tirera des formules (2) et (ii), jointes aux 
equations (26) et (27) de la Le?on pr6cedente. 


(36) 




d(i 


- j (th — /) 


du ,, du 
dx dy 

dx^ -h dy^ 


-dy^- 
df- ^ 


.iA^dxdy+ ^^dx- 


dx dy 


puis, en substituant aux differentielles 

dx, dy 

les quantites 

dll du 

dy^ dx’ 

qui leur sont respectivement proportionnelles, on trouvera 

,0 , ' I — X _-r\ —y _ \dxj \dyj 

^ du ~ du ~ du du d^u (duVd^u 

dx ^ dy^ ^dxdy dxdy \dy) dx- 
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Cette derniere formule equivaut a deux equations entrc les coordon- 
nees x, y dc la courbe que Ton considere et les coordonnees v] dc 
la developpee. 

Lorsque, dans I’equation (35), les variables x, y sont separees, 
on a 


(38) 


d^u _ 
dxdy 


cl la formule ( 37 ) se reduit a 



Pour obtenir la developpee de la courbe (35), il suflit evidemment 
d’eliminer a? et_y entre I’equation (35) et celles qui sont comprises 
dans la formule ( 37 ) ou ( 39 ). Dans plusicurs cas, il est facile de 
resoudre les deux dernibres equations par rapport aux variables x,y, 
et d’cn deduire les valeurs de ces variables exprimees cn fonction des 
coordonnees yj. Alors, en substituant ces valeurs dans I’equa- 
tion (35), on trouve immediatement I’equation dc la developpee. 

Exemple I. — Concevons que, les constantes a, b etant positives, 
on considere I’ellipse rcpresentee par I’equation 


(4o) 



Dans ce cas particulier, on pourra prendre 



et Ton en conclura 

du X dll y 
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On aura, par suite, 

\()a:) dr- \df) da;^- ~ a^b^\a- O’- ) 

et la formule (Sg) donnera 




= - (b^- — 


V-2^ 

/ \y J 


b-^J 


: — a - 4 ;; X- : 


, , b - — a- , 


On tirera cle cette derniere 


a^--b^- , 


r, b^- — a’ , 


puis, en designant par A et B des quantites positives, clioisies de 
maniere a verifier la formule 

(40 ±: (>5-62) - Aa=: B&, 

on trouvera 

£ ^ a?® ■/) y® 


ou, ce qui revient au meme. 



Si maintenant on substitue dans I’equation (4o) les valeurs de ^ 
et de ^ tirees des formules (4^^). on obtiendra une equation entre 
les seules variables y], savoir 



Cette equation, qui represente la developpee de Tellipse, peut etre 
facilement transformee de maniere a ne plus renfermor que des puis- 
sances entiferes des variables. En effet, apres avoir eleve chacun des 
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1 - 2-2 

deux mombros a la troisieme puissance, on on Lirera 



ot, par suite, 


(ii) 




•27 


£2 

P 


III 

10 ■ 


On conclut aisement dc I’equation (43) ou (44) que la devcloppcc do 
rellipsc cst 11 n(! courbc fermee, divisible en quatre parlies superpo- 
sables par deux axes qui coincident, comme ceux de Tellipsc, avec 
les axes coordonnes, ct qui rencontrent celte developpec cn quatre 
points dont les distances a I'originc sont A et B. Ajoutons que clia- 
cune des parties de la developpee touche les axes en les rencontrant, 
et qu’en cons^uence chacun des points de rencontre est un point de 
rebroussement de cette courbc. 


Exemplell. — Gonsiderons I’liyperbole representee par I’oquation 


(4.j) 


£2 __ -li i_ 


En operant comme dans Texemplc precedent ct designant par A, B 
deux quantites positives choisies dc inanierc a verifier la forniule. 

( 46 ) — 


on reconnaitra que I’equation dc la developpec so reduit a 

2 2 



oil, ce qui revient au mexnc, a 



On conclut aisement de la formulc ( 47 ) ou (4B) quo la developpee 
de I’liyperbole cst uno courbe qui s’etend a I’infini, qui sc trouve 
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(livisee en quatre parties semblables par les axes coordonnes, et qui 
se compose de deux branches separees, dont cliacune a un point de 
rebroussement situe sur le prolongement de I’axe reel 2 a ou si’de 
I’hyperbole, a la distance A ou a la distance B de I’origine. 

Exemple HI. — Concevons que, la constante p etant positive, on 
considere la parabole representee par I’equation 

( 49 ) y-=ipx. 


Dans ce cas on pourra prendre 

“ = — V-), 

et Ton en conclnra 

dll dll 

5 ^ dy 

d- u d- u 


Par suite, la forniule (Sp) donnera 


On aura done 


i — X ^ jO I p + 2X 

p “ / ~ " T^~ 1> 


X ■=. P -k- 



p- 


ou, ce qui revient au meme, 




Les valeurs de x et de y, tirees de ces deux dernieres formules, sont 
respectivement 

(So) y--p^ri^. 


En substituant ces valerfrs dans I’equation (49). et siipprimant le 
facteur p commun aux deux membres, on trouvera 

l(i-p)=p''^^- 


(SO 
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L’eqiiation ( ‘Ji), qii’on peut aussi mettre sous la forme 
(.>a) = p-n"-, 

apparticnt a la developpee de la parabole. II est facile do reconnailre 
quo cetto devcloppec s’etend a rinfini du cote des 'cc positives, qu’(dle 
a pour axe I’axe de la parabole, et qu’elle rencontre cet axe, en h' 
toucliant, au point dont Tabscisse cst p. Ce point, qui se trouv<‘ place 
a la meme distance du foyer que le sommet de la parabole, est tout a 
la fois le sommet de la developpee et le seul point do rebroussonicnt 
qu'ellc presente. Si, afin de transporter I’origine au point dont il 
s’agit, on remplace ^ par ^ h- /; dans la formule (oi) ou ( on en 
tirera 

( 53 ) 

et 

) 'n '-=r p , 

I.es equations (j3) el (54) etant comprises comme cas particuliers 
dans Ics formulcs (44) de la cinquieme Logon, il en resulte quo tou((^ 
parabole du second degre a pour developpee une autre parabole du 

1 ,3 3 

degre tt ou -• 

^3 2 
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IIUITIEME LECON. 

SUR LES GOURDES PLANES QUl SONT OSCULATRICES l’UNE DE l'aITRE 
EN UN POINT DONNfi. 


On dit que deux courbcs planes sent osculatrices Tune de I’autre en 
un point qui leur est commun, lorsqu’elles ont en cc point, non seu- 
lement la merae tangente, mais encore le meme cercle osculateur, et 
par consequent la meme courbure avec leurs concavites tournees 
dans le meme sens. Alors le contact qui existe entre les deux courbes 
prend Ic nom d' osculation. Cela pose, on etablira facilemcnt la propo- 
sition suivante : 

TiiEonfejiE I. — Concecons que deux courhes planes soient representees 
par deux equations entre. les coordonnees rectangulaires x, y, et que Von 
prenne I’abscisse x pour variable independante. Pour que les deux 
courhes soient osculatrices I’une de V autre en un point commun corres- 
vondant a I’abscisse x, il sera necessaire et il suffira que I’ordonnee p', 
relative d cette abscisse, et les derivees de y, du premier et du second 
ordre, c'est-d-dire les trois quantiles 

(0 y, y. y. 

conservenl, dans le passage d’une courbe d I’autre, les mimes valeurs 
numeriques et les mimes signes. 

Demonstration. — En effet, si ces conditions sont remplies, les 
deux courbes auront evidemment un point commun correspondant 
a I’abscisse x. De plus, on conclura de I’equation (5) (premiere 
Legon) que les deux courbes ont la meme tangente, de Tequation (5) 
(sixienie Legon) qu’ellcs ont le m^me rayon de courbure, et de la 
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remarque faite a la page 82, qu’elles out leurs concavites tournees 
dll meme cote, tteciproquoment, si les deux courbes sont osculatrlces 
I’linc de I’aulre au point dont I’abscisse est ar, non sculement les 
quantiles v, v' et le signe de j" devront roster les menaes dans le pas- 
sage d’une courbe a I’autre, mais il est clair qu’on pourra encore on 
dire autant du rayon do courbure p, et, par suite, dc la vab'ur nuine- 
riquo de r". 

Concevons maintenanl que, y et j'"representant toujours des tleri- 
veos relatives a la variable a?, on design e par 

dx, dy^ d-x, d-y 


les dilferenticlles de x et j, du premier et du second ordre, prises 
par rapport a une nouvello variable r consideree comme indepen- 
dante. On aura {voir, dans le Calcul differentiel, les Ibrinulcs (9) de 


la douzieme Lecon) 





yy 

__ dx dx rl“ y — dy dr x 

^ dx dx^ 


Supposons, pour fixer les idees, que la caracteristique § indiquant 
une fonction quolconque, la variable independantc r soit lieo aux 
variables x, y par une equation do la forme 

(3) r~§{x,y). 

En differentiant celte equation deuxfois de suite, on trouvera 

()!f{x,y) dx dS(x, y) dy 

dx dr dy dr ^ 

d^^{x,r) d'-x r) d-y 

dx dr- dy dr- 

d-^(x,r) dx^ ^ d^^{Xyy) dx dy y) df^ 

dx"^ dr’^ ^ dx dy dr dr ^ dy'^ dr- 

Or on clecluira sans peine cles formules (2) et {l\) les valeiirs cle 

dx dy d-x d-y 
dr ^ dr ’ dr^^ ’ dr'^ ’ 



( 3 ) 
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exprimees en fonction des quantites 

y! y/' <j J(a", y) X, rl d- S {x,y) d^^{.T,y) 

dJB dy Ojc^ ’ dx dy ’ Jp ’ 

et, puisque ces quantites conseryeront les memes valeurs relatives 
au point d osculation de deux courbes planes dans le passage d’une 
courbe a I’autre, il est clair qu’on pourra en dire autant des expres- 
sions ( 5 ). 

Si 1 on veut prendre pour variable independante le rayon vecteur 
mene de I’origine au point (^, r), les equations (3) et (4) devien- 
dront respectivcment 


(6) 


r y'-. 

“ I: 

II 

I 

- ^1?^ 

, y 

■i 7 7>'-> 

/ dr 

X d'x 

y d-v if dx drY- 


r dr- 

^'fdi^^T\ydF-^d?)' ■ 

et Ton tirera des ; 

formules (7), reunies aux formules (2) et (6), 


dx __ 



dr 

X -1- yy’ 


1 dy 

y' \jx--\-y^- 

(8) ( 


x-yyy' 


d-.T 

(/ — + yj"! + y- ) 


'd^ 

{x-\-yy'y ’ 


1 y 

'( y — xy')- — xy"(x- 4- ,v- ) 

, 




Rien n’empeche, dans ce qui precede, de supposerla variable 


r = ^{x,y) 

reduite a I’une des coordonnees x, y. Si Ton suppose, par exemple 
r = x, les expressions ( 5 ) deviendront 

G .r', o, y", ■ 

et Ton se trouvera immMiatement ramene au premier theor'erae. 
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Quancl on prend pour variable indcpcndante I’arc s renfcrmc sur 
chaque courbe entro un point fixe ct le point mobile (ar, r), et quand 
on suppose cet arc compte de maniere qu’il sc prolonge dans le iTi6m(' 
sens que les deux coiirbes au dela du point de contact, alors les equa- 
tions (4) doivent etre remplacees par les suivantes : 

( 9 ) djc- -h cly^ — ds^ , dx d- x -rh dy d-y — o . 

En combinant ces dernieros avec les equations ( 2 ), on obtient les Ibr- 
mulcs 


f - 1 - 

I 

iy 

y' 

"dx 


dx 

v4+,r'^ 

1 dKr 

r'y" 

d'^y 

_ y" 

1 dx^ - 


dx^- 



le double signo dz devant etre reduitau signe toules les fois que 
I’arc s croit avec I’abscisse x ct au signe — dans le cas contraire. 
En ayant egard a cette remarque, on conclura des Tormules ( 10 ) et 
■du theoremc I quo, pour un point d’osculation d(5 deux courbes 
planes, les quatre quantites 

^ dy (Px rPr 
dx ’ dx ’ dx- ’ dx^ 

conservent les mcmes valours numeriquos ct le meme signe, tandis 
que I’on passe de la premiere courbe a la seconde. 

Lorsqu’on se propose do decider si un point commun a deux courbes 
planes cst un point d’osculalion, on pout, sans inconvenient, substi- 
tuer aux fractions (5) ou (ii) les numerateurs de ces memes frac- 
tions, c’est-ii-dirc les dilfei’entielles 

(12) dx, dy, d^x, d-y; 

ct Ton etablit de cette maniere la proposition suivante : 

TiiEORtME II. — Deux courbes planes etant representees par deux equa- 
tions entre les coordonnees x, y, pour savoir si ces deux courbes sont 
osculatrices Vune de V autre en un point donne, il sujjira de prendre pour 
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loanable independante , ou une fonction deteiminee des variables cc, _y, 
ou I’ arc s cample sur chaque courbe, a, partir d un point fixe, et d’ exa- 
miner SI, pour le point donni, les mSmes valeurs de 

(13) X, y, dx, dy, d'-x, d-y 
peuvent 6tre tirees des equations des deux courbes. 

Si, dans le theoreme I ou II, on suppose la seconde courbe reduite 
a un cercle dont I’equation soit de la forme 

(14) (j — Yl)2r=p% 

les conditions propres a exprimer que le point (x,y) est un point 
d’osculation suffiront pour determiner le rayon du cercle et les 
coordonnees du centre, c’est-a-dire les trois inconnues q et p. 
En elFet, si Ton prend x pour variable independante, les valeurs 
de y, y, y tirees de I’equation finie de la premiere courbe et de 
ses equations derivees (ievront satisfaire, en vertu du theorbme I, a 
I’equation finie du cercle et a ses equations derivees du premier et 
du second ordre, c’est-a-dire aux trois formules 

(a? — 0“-l- (r — =P^ 

(15) i x — l — T|)y — o, 

( -i- (.»■ — ■n )j'’ = o- 

Lorsqu’on deduit de ces dernieres formules les valeurs des trois 
inconnues q et p, on retrouve, comme on devait s’y attendre, 
I’equation (5) de la sixieme Leqon, et les equations (8) de la sep- 
tic me. ' 

Si Ton cessait de prendre x pour variable independante, alors 
I’equation finie du cercle et ses deux equations differentielles du 
premier et du second ordre pourraient etre presentees sous la forme 

+(y--nr 

(16) ! (x — ^)dx -i-iy — -n)dy — o, 

( [x — 0 -h {y — vi) d-y ■+■ dx- dy- = o, 
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ot clcvraienl eiro vcvifiecs par les valours do x, v, dx, dy, d'x, d'-y 
tiroes des equations <lc la premiere courbe. II impoiTe d’observor 
que les formules (iG) qui suffisent pour determiner les valours des 
iuconniK^s yj et p, e’est-a-dire les coordonnees du centre de cour- 
buro, et le rayon de, eourbure, coincident avec les Formules (19 ) d(' 
la septiem(' Leeon. 
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NEUVIEME LECON. 

SUR LES DIVERS ORDRES DE CONTACT DES COURBES PLANES. 


Considerons deux courbes planes qui se touchenl en un point 
donne. Si du point de contact comme centre, et avec un rayon infi- 
niment petit, designe par i, on deceit, une circonference, elle eou- 
pora les deux courbes en deux points tres voisins I’un de I'aulre, 
ot le rapprochement plus ou moins considerable des deux courbes, 
a la distance i du point de contact, aura evidemment pour mesure 
la distance infiniment petite comprise entre les deux points dont il 
s'agit, ou, ce qui revient au meme, la cordc de I’arc de cercle ren- 
ferine entre les deux courbes. Ajoutons quo les rayons menes aiix 
extremites de cet arc seront diriges suivant des droites qui formeront 
des angles tres petits avec la tangente commune, d’oii il resulte quo 
Tangle compris entre ces rayons sera lui-meme une quantite tres 
petite. Soit co ce dernfer angle. L’arc de cercle compris entre les 
deux courbes aura pour mesure le produit 

(i) IW 

ot la corde de cet arc sera ^uivalente a 

. . &i 

(al 2tsin— • 

'' ' 2 

Si les deux courbes changent de forme, de telle maniere que, se tou- 
chant toujours au point donne, elles se rapprochent davantage 1 unt 
de Tautre dans le voisinage de ce point, les valeurs de Texpres.- 
sion ( 2 ) correspondantes a de tres petites valours de i diminueran 
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neccssairement, cc qui suppose quo lafoncLion de i, representec par co, 
diminuera elle-memc. Si, aii contraire, on vcrtu du changomont do 
forme, lo. rapprochement des deux courbos doviont moindro, los 
valeurs de co correspondantos a de tres pctitos valours de i croi- 
Iront necessairomenl. On pent done alfirmor que, dans lo voisinago 
du point do contact, le rapprochemenl des deux courhes sera plus ou 
mains considerable, el leiir conlact plus ou mains intime, suivant (pie 
les raleurs de co carrespondant d de trest pctiies ralcurs de i seranl 
plus oil mains grandes. Cc principe etanl admis, il faut ovidommont, 
pour se former unc idee des diverses especcs de contact des courlx's 
pianos, recherchcr los divers etats de grandeur dans Icsqucls pout 
so trouver Tangle infiniment petit co, considere comme fonction du 
rayon i. Pour y parvenir, il est d’abord necessaire de generalise!' la 
definition que nous avons donnee de Tordre d’une quantite infini- 
ment petite, dans Taddition placec a la suite des Logons sur le Calcul 
infinitesimal. 

Designons par a un nombre constant, rationnci ou irrationnel; par 
i unc quantite infiniment petite, et par k un nombre variable. Dans lo 
systeme de quantites infiniment petites dont i sera la base, unc fonc- 
tion de i, representee par f{i), sera un infiniment petit do Vordre a, 
si la limite du rapport 

( 3 ) 4 - 

cst nulle pour toutes los valours de k plus petites quo a, ct infinio 
pour toutes les valours do k plus grandes quo a. 

Si Ton adopte cette definition, et si Ton designe par n le nombre 
entier egal ou immediatement supericur a Tordre de la quantite infi- 
niment petite /(c), le rapport 

/(t) 

sera le premier terme de la progression geometrique 



( 4 ) 
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qui cessera d’etre une quantite infiniment petite; d’oii I’on conclut, 
on raisonnant comme dans I’addition citee, que /'"'(«) sera la pre- 
miere des fonctions 

( 3 ) m, ni), fV), f\i\ ... 

qui cessera de s’evanouir avec i. 

Quant au rapport 



que I’on deduit de I’expression (3} en posant k = a, il pent avoir une 
limite finie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 

It 

sont trois quantites infiniment petites de I’ordre a, et les quotients 
qu’on obtient en les divisant par i“, savoir 


ont pour limites respectives 

I 

1,0 et 

o 

Cela pose, on etablira sans peine les proprietes des quantites infmi- 
ment petites, et en particulier les differents lemmes que nous aliens 
enoncer* 

Lrmme I. — Si, dans un systeme qaelconqiie, on considere deux quan- 
lites infiniment petites d'ordres differents, pendant que ces deux quantites 
s approchent indefiniment de zero, celle qui sera d*un ordre plus ele^e 
finira par ohtenir constamment la plus petite valeur numenque. 

Demonstration, — Concevons que, dans le systeme dont la base 
est U Ton designe par I = /(t) et par J = F(?) deux quantites infi- 
niment petites, la premiere de Tordre a, la seconde de Tordre h, et 
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supposons aC^h. Si Ton attribue au nombre variable k une valeur 
comprise entre a et b, les deux rapports 

1 I 

auront pour limites respeclives : le premier, le second, zero ; ct par 
suite, le quotient de ces rapports, ou la fraction 

.1 

I’ 


aura une limite nulle. Done la valeur numel'ique du numcrateur J 
deci'oitra beaucoup plus rapidement que celle du denominateur I, ct 
cette dcrniei'e finira par devenir constamment superieure a I’autre. 

Lemme II. — Soient a, b, c, . .. les nombres qui indiquent, dans un 
systeme determine, les ordres de plusieurs quantiles infiniment peliles, el 
a le plus petit de ces nombres. La somme des quantiles donl il s'agit sera 
un infiniment petit de I’ordre a. 

Demonstration. — Soil toujours i la base du systeme adopte. Soient 
de plus I, J, . . . les quantites donnees, la premiere do Tordre a, la 

scconde de I’ordrc b, Le rapport de la somme I + J h- . . . a la 

quantite I, savoir 

I -I- J H- . • . , 

aura pour limite I’unite, attendu quo les termes j--- auront des 
limites nulles. Par suite, le produit 


J , \ I _ I + J-h... 

I Ik 


aura la meme limite quo le rapport 


I 

i*’ 


et, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant 
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qu’on suppose kc^a ou k'^a, on pourra en dire autant du rapport 

I 4- J +. . . 

Done I H- J + . . . sera une quantite infiniment petite de I’ordre a. 

CoroUaire. — Les raisonnements par lesquels nous avons etabli le 
lemme II montrent evidemment que, pour cle tres petites valeurs 
numeriques de i, la sonime de plusieurs quantites infiniment petites. 
rangees de maniere que leurs ordres ferment une suite croissante. 
est positive ou negative, suivant que son premier terme est lui-meme 
positif ou negatif. 

Lemme III. — Lans unsysteme quelconque, le produit de deux quan- 
tites infiniment petites, dont les ordres sont designes paraet pat h, est une 
autre quantite infiniment petite de I’ordre a -\-h. 

Demonstration. — Soient toujoiirs i la base du systeme que I'on 
consicUre, ct I, J les quantites donnees, la premiere de I’ordre a, la 
seeonde de I’ordre b. Les rapports 

i J 

auront des limites nulles, toutes les fbis que I’on supposera A->«, 
l'y>b’, des limites infinies toutes les fois que Ton supposera k<C^a, 

I <Cb, et I’on pourra en dire autant du produit 

1 i. — JL. 

II en resulte evidemment que le rapport 

iM 

aura une limite nulle pour k 1 <fa b , et une limite infinie pour 
k -H / > a H- 6. Done le produit IJ sera une quantite infiniment petite 
de I’ordre a + b. 
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Nota. — Si I’un des factcurs I, J se reduisait a line quantile finie 
et cessait de s’evanouir pour i= o, le produit scrail evidemment du 
nieme ordre que I’autre factcur. 

CoroUaire. — Dans un systeme quelconqiie, lo produit de plusieurs 
quantiles intiniment petitcs dont les ordrcs sont designes par a, h, 
r, est une autre qnantite infiniment petite dc I’ordre 

a + b c . 

Lemme IV. — Si trois quantiles infiniment petites sont telles que, la 
premiere etant prise pour base, la deuxieme soil de I’ordre a, el que, la 
deuxieme elanl prise pour base, la Iroisie'me soil de V ordre b, celle-ci, 
dans le sjstime qui a pour base la premiere, sera d’un ordre equivalent 
au produit ah. 

Demonstration. — Soient i, I ct J les trois quantiles donnees; on 
sorte que les deux rapports 

I J 

F 

aient des limites luillcs quand on suppose a la fois kci^a, l<ib, et 
des limites infinies quand on suppose a la fois k^a, l'^ b. II est 
clair que le produit 

I 

? 

aura une limite nulle dans la premiere hypothese et une liniite infinie 
dans la seconde. II est aise d’en conclure que le rapport 

J 

aura une limite nulle pour klci^ab, une limite infinie pour >!:/> ab; 
ct par suite quo, si Ton prend i ppur base, J sera une quantile inti- 
niment petite de I’ordre ab. 

CoroUaire I. — Le rapport entre les ordres de deux quantiles infi- 
niment petites J et I reste le meme, quelle que soit la base du sys- 
teme que Ton adopte, et ce rapport est equivalent au nombre b, qui 
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indique 1 ordre de la premiere quantile, quand on prend pour base la 
seconde. Done, si, aprfes avoir determine pour une certaine base les 
ordres de plusieurs quantites infiniment petites, on vient a changer 
de base, les nombres qui indiquent ces divers ordres croitront ou 
decroitront tous a la fois dans un rapport donne. 

Corollaire II. — Si Ton suppose, dans le lemme IV, que la quan- 
tite J se reduise a la quantite i, on aura evidemment 

~ r, 6 = -• 

a 

Done, si, dans le systeme dont la base est i, la quantite 1 est un infi- 
niment petit de 1 ordre a, i sera de I’ordre ~ dans le systeme qui aura 
pour base la quantite I. Ainsi, par exemple, lorsque I, considere 
comme fonction de i, est un infiniment petit du premier ordre, on 
peut en dire autant de i considere comme fonction de I. 

Le second corollaire, reuni au premier, entraine evidemment le 
suivant : 

Corollaire III. ^ Si deux quantites infiniment petites sont telles 
que. Tune etant prise pour base, I’autre soif du premier ordre, le 
nombre qui exprimera I’ordre d’une quantite quelconque restera 
le meme dans les deux systfemes qui auront pour base les deux 
quantites donnees. 

En revenant aux deux courbes que nous avons deja consid^rees, 
on deduira immediatement du lemme I et du principe etabli a la 
page 1 32, la proposition suivante : 

TnfiORfeME I. — Si deux courhes se touchent en un point donne et 

que Von marque sur ces deux courbes deux points (Q), (R), situds d la 
distance infiniment petite i du point de contact, le rapprochement entre 
les deux courbes, dans le voisinage de ce dernier point, sera d’autant 
plus considerable que I’ordre de la quantite infiniment petite co, destinee 
a representer U angle compris entre les rayons PQ, PR, .yera plus elevd. 

Demonstration. — En effet, si la forme des deui courbes ou de Tune 

OEuvres de C. — S. II, t. V. i8 
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d’entre elles vient a changer, cle telle maniere que I’brdre de la quan- 
tile infiniment petite w s’eleve, la valeur numerique de co, dans Ic voi- 
sinago du point do contact, diminuera, cn vertu du lemme T, etpar 
suite le rapprochement entre les deux courbes deviendra plus grand 
qu’il n’etait d’abord. 

Le theoreme I etant demontre, il est nature! de prendre I’ordre de 
la quanlite infiniment petite consideree comme fonction de la 
base i, pour indiquer co qu’on peut appeler Vordre de contact des 
deux courbes planes. Soit a cet ordre. Puisque le rapport 

sin 1 0 ) 

{ w 

a I’unite pour limite, le produit 

sinl-w . 6J 
w — = 2 sin- 
ico 2 

sera encore une quantite infiniment petite do I’ordre a, tandis quo 
les expressions (i) et ( 2 ) seront, en vertu du lemme HI, des quan- 
tites infiniment petites do I’ordrc On peut done enoncer la 

proposition suivante : 

TiiEORfiME II. — Lorsque deux courbes se touchent en un point 
donne (P), I’ordre du contact est inferieur d’une unite a I’ordre de 
la quantite infiniment petite qui represente la distance entre deux 
points (Q), (R), situes sur les deux courbes, egalemenl eloignes da 
point de contact, et dont la distance a, ce point est un infiniment petit 
da premier ordre. 

11 importe d’observer que la droite QR menee du point (Q) au 
point (R), etant la base d’un triangle isoscfele, et opposee dans ce 
triangle au tres petit angle w, sera sensiblement perpendiculaire 
aux rayons vectcurs PQ, PR, et par suite a la tangente commune aux 
deux courbes. 

Concevons maintenant que par les points (Q) et (R) on mene deux 
droites paralleles dont chacune forme avec la tangente commune un 
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angle fini §. De ces deux parallMes, I’une se trouvera plus rappro- 
chee que 1 autre du point de contact. Supposons, pour fixer les idees, 
que ce soit la droite menee par le point (Q) pris sur la premiere 
courbe, ct que cette droite coupe la seconde courbe en (Sj. Dans le 
triangle QRS, le cote RS, sensiblement parallele a la tangente com- 
mune, puisqu’il representera une corde dont les cxtremites situees 
sur la seconde courbe seront tres voisines du point de contact, for- 
mera evidemment avec les cotes QR, QS, des angles finis, dont le pre- 
mier diflPerera tres peu d’un angle droit, et le second de I’angle o. On 
aura done, en designant par I et J des quantites infiniment petites. 


( 7 ) 



^ QR = - . y. • / 2 £ sin - 
sin(o+-J) sin(o-t-J) 2 


De plus, comme le rapport entre la perpendiculairc abaissee du 
point (P) sur la droite QS, ou sur son prolongement, et le rayon 
vecteur PQ = i, sera sensiblement egal a cos^^ — oj =sino, cette 
perpendiculairc pourra etre representee par un produit de la forme 


(8) £(sm3±E), 

±£ designant encore une quantite infiniment petite. Cela pose, 
admettons que, les deux courbes ayant entre elles un contact de 
I’ordre a, Ton considers le rayon vecteur i comme infiniment petit 
du premier ordre. 11 est clair que Texpression (8) sera encore un 
infiniment petit du premier ordre, tandis que I’expression (7) sera 
de I’ordre a -hi. Ajoutons que I’ordre de cette derniere ne variera 
pas (voir le corollaire III du lemme IV) si I’on prend pour base Tex- 
pression (8) ou une quantite telle que I’expression (8) reste infini- 
ment petite du premier ordre. Ces remarques suffisent pour etablir 
un nouveau theorbme que nous allons enoncer. 

TnfiORfiME III. — L’ ordre de contact de deux courbes qui se touchent 
en un point donnd (P) est inferieur d’ une unitd a V ordre de la distance 
infiniment petite comprise entre les points (Q), (S), ou les deux courbes 
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sont renconlrdes par line secante qiii forme un angle fini el sensiblement 
different de zero avec la tangente commune, dans tout syslime oil la 
distance du point de contact a la secante dont il s’agit est un infiniment 
petit du premier ordre. 

Si les deux courbcs sont rcpr^sentees par deux equations entre des 
coordonnees rectangulaires as, y, et si la tangente commune n’cst pas 
parallele ii I’axe des alors, en supposant la secante parallele a ce 
meme axe, on deduira du theor'eme III la proposition suivante : 

TuEORfeME IV. — Pour obtenir I’ordre de contact de deux courbes 
planes qui se touchent en un point oii la tangente commune nest pas 
parallele d I’axe des y, il suffit de mener une ordonnee tres voisine du 
point de contact, et de clyercher le nombre qui represente V ordre de la 
portion infiniment petite d’ ordonnee comprise entre les deux courbes, 
dans le cos ou I’ on considere la distance du point de contact a V or- 
donnee comme infiniment petite du premier ordre. Ce nombre, diminiie 
d’ une unite, indique I’ordre de contact. 

Corollaire I. — Soient 

(9) 7=/(«). 7 = F(a;) 

les equations des deux courbes planes. Elies auront un point commun 
correspondant a une valeur donnee de x, et en ce point une tangente 
commune, non parallele a I’axe desy, si, pour la valeur donnee de x, 
les equations des deux courbes fournissent les valeurs egales et finies, 
non seulement de Tordonneej, mais encore de sa deriveey, en sorte 
quo les equations 

(10) ■ f{x) — '£{x) 

et 

(11) /q^) = F'(^) 

soient verifiees, et que les deux membres de chacune d’elles con- 
servent des valeurs fmies. Dans cette hypothfese, la difference 

(12) F(a?)— /(ic), 

qui s’evanouira pour la valeur de. x relative au point commun, 
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deviendra infiniment petite quand x recevra un-accroissement inflni- 
ment petit; et si Ton considere cet accroissement comme etant du 
premier ordre, I’ordre de la quantite infiniment petite qui repre- 
sentera la nouvelle valeur de F(a?) — f{oc), surpassera d’une unite 
I’ordrc de contact des deux courbes. 

Corollaire II. — Si Ics deux courbes se touchent en un point de 
Taxe des y, mais sans avoir cet axe pour tangente commune, il suf- 
fira, d’apres ce qu’on vient de dire, pour determiner I’ordre de con- 
tact, de chercher le nombre qui indiquera I’ordre de la difference 

F(^)— /(^). 

en considerant I’abscisse x comme une quantite infiniment petite du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une unite. En operant 
ainsi, on reconnaitra que les paraboles 

(13) y = ^-, y = x^ 

ont a I’origine des coordonnees un contact du premier ordre, tandis 
que, au meme point, les deux courbes 

(14) y = y=x”-^^ 

auront un contact de I’ordre n, et les deux courbes 

k k 

(15) y = x^, y = x* 

5 1 

un contact de I’ordre y — i = y 
4 4 

Corollaire III. — Supposons que les courbes (g) aient un point 
commun correspondant k I’abscisse x, et en ce point une tangente 
commune non parallele a I’axe des y, avec un contact de I’ordre a. 
Soit d’ailleurs n le nombre entier dgal ou immediatement superieur 
a a. La difference 

( 12 ) F(a:)— /(a;) 

sera nulle; et si I’on designs par i un accroissement infiniment petit 
du premier ordre attribue a I’abscisse a?, I’expression 


(i6) 


F(a:4- t) —/(a -I- i) 
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sera (cn vertu du corellairc I), un infiniment petit do I’ordre a + i. 
Or, les derivees de cctto expression par rapport a i etant respective- 
men t 

il resultc de cc qui a ole dit ci-dessus (page i33) que 

F!«+l)(a? -I- ( ) 4 ) 

sera la premiere des expressions 

-h i) —f{JC i), V’{x -h i) —f'{x + i), V"{x i) —/''{.r -h c), 

qui cessera de s’evanouir avec i. En d’autres termes, 

sera la premiere des differences 

F(a;)-/(^), F'{x)-/'{x), ... 

qui obtiendra une valeur differenle de zero. On aura done pour le 
point commun 

I F(a;) =f{x), 

|f'{^) r=f'{x), 

('7) F"(^) 

I J» 

1 (.r )=/(">( X). 

Par consequent, lorsquc deux courbes se touchent en un point oii la 
langente commune n’est pas parallele a I’axe des y, non seulcmcnt 
pour le point dont il s’agit I’ordonnee j ct sa derivee y ne changent 
pas de valeur dans le passage de la premiere courbe a la seconde, mais 
il en est encore de meme des derivees successives y" ,y, • • • , jusqu’a 
cclle dont I’ordro coincide avec le nombre entier 6gal ou immediate- 
ment superieur a I’ordre du contact. 

CoroUaire IV. — Si, les deux.courbes ayant un contact de I’ordro a, 
la tangente commune devenait parallele a I’axe des y, alors, en attri- 
buant k I’abscisse du point de contact un accroissement infiniment 
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petit du premier orclre, on ne trouverait pas generalemcnt pour la 
valeur correspondante de la difference r(ip) — f{x) un infiniment 
petit de I’ordre a+t. Neanmoins, on, pourrait encore determiner 
I’ordre du contact par la methode dont nous avons fait usage, pourvu 
que Ton substituat la variable y a la variable x, et reciproquement. 
Ainsi, par exemple, pour montrer que les deux courbes 

1 A 

(18) • y = y = -x% 

qui touchent a I’origine I’axe des y, ont en ce point un contact de 
I’ordre ^5 il suffira d’observer que leurs equations, resolues par rap- 
port a X, prennent les formes 

k A 

A 1 

et que la differencey’ — y“ est un infiniment petit de I’ordre 

5 I 

7 — I “t- 

4 4 

s> 

quand on considerey comme un infiniment petit du premier ordre. 
Quant a la difference F (x) — /(x), elle se reduit, dans cet exemple, a 

A. A 
— x’^; 

et lorsque Ton considere x comme un infiniment petit du premier 
ordre, elle est une quantite infiniment petite, non plus de I’ordre 71* 

4 

3 

mais de Fordre 7 seulement. 

4 

Corollaire V. — Lorsque latangente commune n’est pas parallele a 
I’axe des y et que I’ordre de contact est un nombre cntier, il suffit, 
pour determiner cet ordre, de chercher quelle est la derniere des 
equations 

(19) f{co) = Y{x\ f^x) = W{x), /''(®) = P"(^), ... 

qui se trouve verifiee par I’abscisse du point de contact. L’ordre des 
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derivees comprises dans cette derniere equation sera precisement le 
nombre demande. 

Pour etablir le theor^me 111, il n’est pas nccessaire de supposer 
quo la secante menee a une distance infiniment petite du point de 
contact des deux courbes donnees reste parallele a elle-meme pen- 
dant que cette distance diminue; il suffit que Tangle forme par cette 
secante avec la tangente commune ne devienne pas infiniment petit 
et converge vers une limite finic differente de zero. C’est ce qui arri- 
vera, par cxemple, si la secante dont il s’agit passe par les extremites 
de deux longueurs egales et infiniment petites portees sur les deux 
courbes apartir du point de contact- Dans ce cas particulier, Tangle 
forme par la secante avec la tangente commune aura pour limite un 
angle droit. Il est aise d’en conclure que la distance du point de con- 
tact a la secante sera un infiniment petit du meme ordre que chacune 
des longueurs ci-dessus mentionnees. Gela pose, on deduira immedia- 
tement du theoreme III la proposition suivante : 

TnfiORfeME V. — Pour obtenir I’ ordre de contact de deux courbes qui se 
touchent en un point donnd, il suffit de chercher le nombre qui represenle 
V ordre de la distance infiniment petite comprise entre les extremites de 
deux longueurs egales portees sur les deux courbes d partir du point de 
context, dans le cas ou ces mimes longueurs deviennent infiniment 
petites du premier ordre. Le nombre dont il s’agit, diminue d’une unite, 
indique toujours V ordre du contact. 

Corollaire I. — Soit i la quantite infiniment petite qui representc 
chacune des deux longueurs. Designons en outre par x, / et y) les 
coordonnees des points auxquels ces longueurs aboutissent sur la 
premiere et la seconde courbe, et par 

(20) 8 =:\/(a; — — Y))* 

la longueur de la droite menee du point (?, v;) au point (sc,y). Si Ton 
considere i comme un infiniment petit du premier ordre, et si Ton 
appelle aTordre de contact des deux courbes, la distance s, comprise 
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entre les deux points {cc,y) et (^, vj), sera (en vertu du theoreme V ) 
uii infiniment petit de I’ordre a -h i. Par suite, le carre de cette dis- 
tance, ou la somme 

( 21 ) 

sera un infiniment petit de I’ordrc 2(«-f-i); ce qui exige que les 
deux differences 

( 22 ) Je — c, Y — -n 

soient de I’ordre a-t-i; ou que du moins I’une soit de cet ordre, 
I’autre etant d’un ordre plus eleve. On arriverait a la meme conclu- 
sion en observant que les valeurs numeriques des expressions ( 22) 
representent les projections de la distance a sur les axes des sc et 
des r. En effet, il est aise de reconnaitre qu’w^e distance infinimenl 
petite et ses projections sur les axes coordonnes sont en general des quan- 
tites de mime ordre. Seulement, I’ordre de la projection sur Viin des axes 
peut surpasser i ordre de la distance, dans le cos oil celle-ci devienl sensi- 
blement parallile a I’autre axe. Mais il est clair que cette derniere 
condition ne saurait etre remplie a la fois pour les deux axes des x 
■ et des y. 

Corollaire 11 . — Conservons les memes notations que dans le corol- 
laire precedent. Soit toujours a I’ordre de contact des deux courbes 
donnees, et designons par n le nombre entier egal ou immediatement 
superieur a a. Puisque, la quantite i etant regardee comme infiniment 
petite du premier ordre, les deux differences 
( 22 ) x — r — n 

doivent etre Tune et I’autre de I’ordre a -t- i, ou Tune de cet ordre et 
I’autre d’un oi’dre plus eleve, il resulte de ce qui a ete dit ci-dessus 
(page 1 33 ) que, si I’on prend i pour variable independante, les ex- 
pressions 

—d —’ —di—’ di- 

diy — v) d^(y — n) d"(j' — n) 

di ’ di^ >.■■■> 
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s’evanouiront avec i, tandis que chacune dcs derivees 

— 4) -n) 

(^-4) ’ 

ou du moins Tunc d’cntrc cllfts, cesscra de s’evanouir pour I' — o. 
Soient d'ailleurs 5 ot ? los arcs renfermes : i" cntro un point fixe de la 
premiere des courbcs donnees et le point mobile (jt, r); 2'’ ontro un 
point fixe de la seconde courbe et Jc point (^,'/]). C’omme les trois 
variables i, s et 1; differeront entre elles dc quantites constanlcs, on 
aura 


( 25 ) 


— ds ~ dg ; 


ct Ton pourra prendre pour variable independante, quand il s’agira 
de la premiere courbe, s au lieu dc i; quand il s’agira de la seconde 
courbe, ? au lieu de i. Cela pose, les expressions (ed) ot (24) devien- 
dront respcctivement 


(26) 


et 

(27) 



dx 

dK 

d^x 

d-'i 

d!* X 

d"l 

cis 

'di 


di^-’ 

~d^ “ 

dy‘' 

dy 

d‘{] 

d\y 

d-t\ 

d"y 

d"-(\ 

ds 



~ 7/?’ 

■ ■ ■ ’ ds"- 

” 77i« 







ds" 

“hT 



~ 7/5""^ ■ 



En egalant les expressions (26) a zero, on formera les equations 


(28) 



d^ 

dx 

<r-i 

d-x 

dc, 

^ Us' 

di^- 


d-t\ 

dy 

d^-n 

_ d"-y 



d?-‘ 

~ ds^ 


rf'*.r 

fZs’'' ~ ’ 

d'-f) _ d"j 
1 ^'- ■“ ’ 


qui devront loutes sc verifier pour le point de contact des courbcs 
proposees, tandis que, pour le mcme point, chacune des expres- 
sions (27), ou au moins Tune d’entre dies, obtiendra unc valour dit- 
ferente de zero. Si maintenant on observe qu’on pent, sans inconve- 
nient, substituer, quand il s’agit de la' seconde courbe, les lettres 
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X, y ot s aux lettres vj et';, on arrivera immediatement au theoreme 
que nous aliens enoncer : 


Theoreme M. — Etant proposies deux courhes qui se touchenl en un 
point, si I’ on considere les coordonnies x, y de chacune d’elles comme 
des fonctions de I’ arc s pris pour variable independante, et si I’ on sup- 
pose cet arc compti de telle maniire qiiil se prolonge dans le mime sens 
pour les deux courhes au dela du point de contact, non seulement pour le 
point dont il s’agit, les variables x, y et leurs detivees du premier ordre 

^ changeront pas de valeurs dans le passage de la premiere 

courbe d la seconde, mais il en sera encore de mime des derivees succes- 
cl^ jc cl^ ,jo y cl ^ f X 

'ds^’ ' " ’ "5^’ ~d^’ ' ' ' dont V ordre sera indique 

par le nombre entier egal ou immediatement superieur d 1' ordre du 
contact. Celles-ci seront les dernieres qui rempliront la condition 
enoncee; en sorte que les deux suivantes, ou au moins Tune des 
deux, changeront de valeur, quand on passera d’une courbe a I’autre. 


Corollaire I. — Si les deux courbes ont entre elles un contact de 
I’ordre n, n designant un nombre entier quelconque, alors, dans le 
passage de la premiere courbe a la seconde, chacune des quantites 


due 

d-x 

d^x 

Tis' 



dy 

~d^' 

d^-y 

d'\r 

ds^-’ 

* ’ ~dP^' 


conservera la meme valeur pour le point de contact, tandis que cha- 
cune des deux derivees 




OU au moins Tune des deux, prendra une valeur nouvelle. 

Corollaire IL — Soit 
(3 0 r — 3{.r,y) 

une fonction quelconque des deux variables x, y. Si Ton considere 
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ces variables elles-memes commc des fonctions de s, propres ii repro- 
sen ter Ics coordonnees de la premiere on de la secondc courbe, r de- 
vicndra parcillement fonction de s, et Ton trouvera 


1 dr 


y) 

dx 

“h 

dd{x, 

d_y_^ 


ds 

dx 


ds 

dy 

ds 


d‘-r 

ds- 

11 

y} 

d^x 

~dJ 

-4- 

di(.K, j) 
dy 

ds- 


i 

1 

(9^ J ( X 

<y) 

dx'^" 


d^-S{x, y) 

dx dy 

()^f(.r, r) dy'- 


dx^- 

ds- 

-h 2 

dx dy 

ds ds 

dy- ds^ 

d’^r 
\ ds^^ 

II 

y} 

d'^x 

~ds^ 

4- 

dSix, y) 
dy 

d'>y 

ds'^ 



Or, de ces dernieres equations, jointes au corollaire I, il resulte cvi- 
demment que, si les deux coui’bes proposees ont entre elles un con- 
tact do I’ordre n, chacune des quantiles 


(33) r = ^(jr,y), 


dr d^'{x,y) 

ds ds 


d-r d-^{x, y) 

ds^ ds^ ^ 


d'^r __ J(.r, 


conservcra la incme valeur pour le point de contact, dans le passag(‘ 
de la premiere courbe a la secondc. C’est cc qui arrivera, par exemple, 
si Ton prcnd pour rle rayon vccteur mene de I’origino au point (^x,y), 
ct determine par la formule 

(34) 

Ajoutons que la derivee 

/■ _ y) 

delerminee par I’equation 

(361 d'‘+^r _ d^{x, y) d'^+^x dft{x,y)d''+^y 

Ox dy ds'^^^ 

changera ordinairement de valeur, quand on passera de la premiere 
courbe a la seconde, parcc que chacune des expressions (3o), ou au 
moins Tune des deux, prendra une valeur nouvelle. Neanmoins le con- 
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traire pourrait avoir lieu dans certains cas particuliers, par exemple 
si les valeurs de as et r relatives au point de contact reduisaient a 
zero, dans le second membre de la formule (36), les coefficients des 
expressions (3o), savoir 

,3 N d^i.v,y] 

\ / J -j J r j 

ojc dy 

on du moins le coefficient de celle dont la valeur changerait. La meme 
remarque s’applique aux derivecs 


( 38 ) 


’ 'ds^’ 


Si, pour fixer les idees, on considero les deux courbes 

(i3) yziza:-, v — X^, 

qui se touchent a I’origine, et si Ton prend 
(39) r = x^ + y\ 

on reconnaitra que, pour le point de contact, non seulement r et 

7' ^ ^ 

mais encore conservcnt les memes valeurs dans le passage d’une 

courbe a Tautre, quoique le contact soit du premier ordre seulement. 

Corollaire HI. — Concevons maintenant que Ton veuille prendre, 
au lieu de s, r = s(^x,y) pour variable independante. Alors on pourra 
concevoir que, les coordonnees x, y etant toujours fonctions de v, 
s devienne fonction de r, et I’oh tirera de I’equation (3i), differen- 
tiee plusieurs fois par rapport a r, 

_ di{x, y) ds 
ds dr ’ 

o = ^ Y 

ds dr^ ds^ \<^'') ’ 

(^'Has,y ) d^s d-S{x ,y) ds d^s (PS{x,y) /'ds'y 

ds ■ <//•■* ds^ dr dr^- j ’ 


di{x^y) 
ds dr'^ 
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Or, cles formulcs (4o)> reunies au corollaire II, il resulte evidemment 
que, si les deux courbes proposees out entre dies un contact do 
i’ordre n, les quantites 

(h d-$ d^s 
dr^ 


eonserveront les mcmes valeurs relatives au point de contact, quaiul 
on passera dc la premiere courbe a la secondc. En substituanl c(‘s 
valours dans les equations 



dx 

dx ds 


dy 

_ dy 

ds 

1 

dr 

ds dr^ 


dr 

ds 

dJ'" 


dKr 

dx d-s d'^x , 

'■*y, 

d^-y 

dy 

d-s 

(42) ‘ 

dr^ ' 

ds dr- ^ ds- ' 


dr^- 

ds 

dr- 



dx d'‘s 

‘ • ' • • * > 


dy 

d'‘s 



ds dr*^ 



ds 

dr" 


d-y / ds Y 

wyTU-j ’ 


et ayant egard au corollaire I, on parviendra aux conclusions sui- 
vantes : 

Si Ics deux courbes proposees ont entre dies un contact de I’ordrc n, 
(!t si Ton prend r = j) pour variable independante, non seulc- 
raent les coordonnees cc, y, mais encore lours dd’ivees, jusqu’a cellos 
dc I’ordre n, savoir 


dx 

d^x 

d^x 

d'^x 

dr ’ 


ar^ ' 

dr>^' 


dy. 

d^y 

d'^y 

dr' 

dr^- ’ 


'' 'dr^' 


eonserveront les memes valours relatives au point dc contact, quand 
on passera de la premiere courbe a la seconde. 11 est done permis de 
substituer a la variable s, dans le corollaire I, la variable r, liec par 
une equation finie quelconque aux deux coordonnees cc, y. Sculc- 
ment, apres cette substitution, Ton ne pourra pas alFirmer que, pour 
le point de contact, Tune au moins des deux derivecs 
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change de valeur dans le passage de la premiere courbe a la seconde. 

Corollaire IV. — Supposons que, I’ordre du contact des deux 
courbes donnees etant egal a n, Ton prenne toujours rpour variable 
independante, et que Ton designe par 

p, q, ... 

I 

de nouvelles fonclions des coordonnees x, v. On aura 



dp 

_ 

dx 

. 

dy 


dr 

dx 

dr 

dy 

dr^ 


1 _ 

_ 

d^-x 


d-y 

(44) - 

dr- 

dx 

dr^- 


dr^- 


1 d" p 


d"x 


d"y 


i dr" ■ 

dx 

~dr" 

dy 

7r" 


d^p dx- d-p dx 
dx- dr^ ^ dx dy dr 


0-p dy- 
dy' dr^- 


et, comme les expressions (43) conserveront les memes valeurs rela- 
tives au point de contact dans le passage de la premiere courbe a la 
seconde, il est clair qu’on pourra en dire autant, non seulement des 
functions derivees 


dp d^p d" 

dl’ 'dl^' ■■■’ 71?'- 


dont les valeurs seront deterrainees par les formules (44)* mais 
encore des differentielles 

(46) dp, d-p, ..., d"p. 

On arriverait a des conclusions semblables en substituant la fonc- 
tion a la fonction p. Enfin on pourrait echanger entre elles les 
fonctions p, q, r, . . . de toutes les manieres possibles, et affirmer, 
par exemple, que, dans le cas oh le contact est de I’ordre n, les 
derivees 

, dr d^r d" r 

• dp^ dp'^’ ’ dp"’ 

prises par rapport a la variable p consideree comme independante, 
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et les differentielles 

( dp, d^p, .... d"p, 

(48) \ ^ p, 

{ dr, d^r, . . ., d" r, 

prises par rapport a la variable q considerec comme iiulcpendantc, 
conservent les memes valeurs relatives au point de contact, tandis 
qu’on passe d’une courbe a I’antrc. 

CoroUaire V. — Rien n’oinpeche de supposer, dans les corol- 
laires II et III, 

/• ~ X, 


Alors cellos des expressions (43) qui rcnfermcnl la variable x so 
reduisent, la premiere a I’unite, les autres a zero, et celles qui ren- 
fermeiit deviennent respectivement 


(49) 


dy d-y d'y 

dx ’ ’ ZP ’ " ' ’ da-’’- 


Done, si les deux courbes proposees out entre elles un contact de 
Tordre/?, et si I’on prend x pour variable independante, non scule- 
ment Tordonnee y, mais encore scs derivees success ives jusqu’a cello 
de I’ordre n, conservoront les mcmes valeurs relatives au point de 
contact, dans le passage do la premiere courbe a la sccondc. Ajou- 
tons quo, dans cc passage, la derivee do I’ordre « + t et les suivantos 
prendront ordinairement dcs valeurs nouvelles. Neanmoins Ic con- 
traire pourrait avoir lieu dans certains cas particuliers. Ainsi, ])ar 
exemple,' si Ton considere los deux courbes 


( 5 o) X-Y-, X=:y>, 

qui se touclient a rorigino, des coordonnees et qui ont I’axc des y 
pour tangente commune, on reconnaitra que, pour le point de con- 
tact, chacunc des quantiles 

dy d\y d^f 
’ dx^ dx^ ’ dx'"^ ’ ^ 

conserve la meme valeur dans le passage d’une courbe a I’autrc, 
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savoir la quantite y une valeur nulle, et chacune des clerivees 
d-y 

2^5 •• • unc valeur infiiiie, quoique le contact soit du premier ordre 
seulement. 

Lorsque la tangente commune aux deux courbes donnees ne coin- 
cide pas avec I’axe des y ou avec une parallele a cet axe, est la 
dernifere des derivees dej/ qui conservent les memes valeurs pour les 
deux courbes (voir le corollaire V du theoreme IV) et, par suite, la 
derivee de I’ordre ra -t- i, savoir 




change necessairement de valeur dans le passage d’une courbe a 
I’autre. 

Corollaire VI. — Deux courbes qui ont entre elles un contact du 
second ordre, ou d’un ordre plus eleve, sont toujours osculatrices 
Tune de I’autre, puisqu’elles doivent fournir les memes valeurs die 
y, y', y" relatives au point de contact, dans le cas oii Ton choisit 
I’abscisse x pour variable independante. Reciproquement, deux 
courbes osculatrices, devant satisfaire a cette condition, quelle que 
soit la droite que Ton prenne pour axe des x, ont necessairement, 
au point d’osculation, un contact du second ordre, ou d’un ordre 
superieur a 2 . 

En terminant cette Legon, nous ferons observer que les theo- 
remes IV et VI, avec leurs differents corollaires et ceux du tbeo- 
reme V, continuent evidemment de subsister dans le cas oil Ton 
designe par x, y non plus des coordonnees rectangulaires, mais des 
coordonnees obliques. Seulement, les formules ( 20 ) et (34) devront 
alors etre remplacees par les deux suivantes : 

(51) 8 = [(.a;— (y — n)*-!- 2 (a: — (y — n) cosd]*, 

( 52 ) ?' ‘ixy 


OEuures de C. — S. II, t. V. 


20 





154 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 
et rexprcssion (21) par la sommc 

(.r — £)^+ (y -■/))’ + 2(j; — £) (y — -o) COSO 

= [y — ’0 -h (x — ^) cos3]®H- [( j:' — 1 ) sindJS 

represcntant I’angte compris cnlre les clcmi-axcs des coordonnees 
positives. 
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DIXIEME LECON. 

SUR LES DIVERSES ESPfeCES RE CONTACT QUE PEUVENT OFFKIR REUX COURBES PLANES 
REPRfiSENTfiES PAR DEUX EQUATIONS DONT l’UNE RKNFERME RES CONSTAXTES ARBI- 
TRAIRES. POINTS DE CONTACT DANS LESQUELS DEUX COURBES PLANES SE TRAYERSENT 
EN SE TOUCHANT. 


Considerons deux courbes planes representees par deux equations 
entre des coordonnees x, y, rectangulaires On obliques, et supposons 
que, la forme et la position de la premiere courbe etant completement 
determinees, la forme et la position de la seconde puissent varier avec 
les valeurs de plusieurs constantes arbitraires a, b, c, . . .-comprises 
dans son equation. Soient 

(1) = O 
I’equation de la premiere courbe, et 

(2) y,a,b,c, ...)=o 

I’equation de la seconde. Concevons, de plus, que Ton prenne I’ab- 
scisse X pour variable independante et que Ton choisisse sur la pre- 
miere courbe un point (x,y) dans lequel la tangente ne soit pas 
parallele a Taxe des j. On pourra disposer des constantes arbitraires 

a, b, c ou de quelques-unes d’entre elles, de maniere que les 

valeurs de plusieurs termes conseeutifs de la suite 

(3) y, y', y", y”, ■■■ 

restent les memes, pour I’abseisse x, dans le passage de la premiere 
courbe a la seconde. Alors la seconde courbe renfermera le point {x, y) 
de la premiere et aura en ce point avec elle un Qf>ntact dont I’ordre 
sera.inferieur d'une unite au nombre des termes qui n’auront pas 
chang6 de valeurs. Soitmaintenantre le nombre des constantes a, b, 
c Comme on 6tablit entre elles une equation de condition toutes 
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les fois qu’oii egalc les deux valeurs d’un terme de la serie(3) rela- 
tives aux deux courbes, il est clair que ces constantcs seronl toutes 
deterniinees si Ton assujettit les n premiers tcrmcs de la serie a con- 
server les memos valeurs dans Ic passage d’une courbe ii I’autre. 
Mais, si Ton garde sculeracnt quclques-unes dos equations ainsi for- 
mees, on commencant par cellos qui se I'apportent a I’ordonneo j et 
a SOS derivees dcs ordres infericurs, plusicurs constantcs resteront 
arbilraircs ct la socondc courbe pourra varier de forme etde position, 
sans cesser touLefois de ronfermer le point {x,y') ot de toucher la 
premiere courbe en ce point. Dans le premier cas, I’ordro du contact 
est au moins egal a n — i, et en meme temps cet ordre est le plus 
eleve possible. Dans le second cas, I’ordre du contact est generale- 
ment inferieur a n — i . 

On arriverait a des conclusions semblables si Ton prenait y pour 
variable independante et si Ton considerait, sur la premiere courbe, 
un point dans lequel la tangente ne fut pas parallele ii I’axe dcs x\ On 
peut, en consequence, enoncer la proposition suivante : 

Theouesie I. — Parmi les syslemes de valeurs quon peut allribuer a n 
constarUes arbitraires a, b, c, . . . ren/ermees dans V equation 

(2) F(.r,7, a, &,c, ...) = o, 

il existe generalement un systeme pour lequel la courbe representee par 
cette dquation acquiert avec une courbe donnee, au point dont I’abscisse 
est X, un contact d’un ordre au moins egal au nombre n — i et une inji- 
nitd de syslemes pour lesquels le context entre les deux courbes est d’un 
ordre inferieur au mdme nombre. 

Gorollaire L — Pour trouver, parmi les syslemes do valours de a, 
b, c, ... celui qui determine un contact d’un ordre au moins egal 
a rt — I, dans le cas oil I’on prend I’abscisse x pour variable indepen- 
dante, il sulBt evidemmenl de combiner entre elles les formules qu’on 
obtient en substituant les valeurs de 

(n-l), 


(4) 


y, y', y\ 


■ ■■, y' 
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tirees des ^uations de la courbe donnee, dans I’equation finie de la 
seconde courbe et dans ses equations derivees d’un ordre inferieur 
a n. 

Si Ton prenait pour variable independante, a la place de I’ab- 
scisse X, une fonction quelconque des coordonnees x, y, ou I’arc s 
compte sur chaque courbe a partir d’un point fixe, alors, pour obtenir 
le systeme demande, il faudrait employer (roifr la neuvieme Lecon) 
les formules que Ton trouve quand on substitue les valeurs des 
quantites 

(^) J, dx, dy, d-x, d}y, d''-‘^x, d'^-'^y 

relatives a la courbe donnee dans I’equation finie de la seconde courbe 
et dans ses equations differentielles d’un ordre egal ou inferieur a /?, 
c’est-a-dire dans les equations successivcs 


J, «, b, c, ...) = o, 
d'2{x, y, a, b, c, ...) = o, 



d"-'-f{x, y,a, b, c,...) = o, 

lesquelles, etant developpees, se presentent sous les formes 



F(a:, y, a, b,c, ...) = o, 
d¥(x,y,r7, b,c, ■■■)., d¥ (x, y, a, b, c, . . .) 

(7) 1 

I 

dF(r,y,a, b,c,...) ^ d¥(x,y, &,c, ■..) 




by 


d^-iy -f-. . 0. 


Les formules (7), dont le nombre est egal a n, suflisent evidem- 

ment pour determiner les constantes a, b, c, Elies renferment 

d’ailleurs, comme cas part.iculiers, les equations auxquelles on arrive 
quand on prend I’abscisse x pour variable independante. 

Corollaire II. — Pour obtenir des systemes de valeurs de a,b,c, ... 
qui etablissent entre la courbe donnee et la courbe representee par 
I’equation (2) un contact d’un ordre inferieur a « — i, il suffit rle 
conserver quelques-unes des formules indiquees dans le corollaire 
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precedent, en commen?ant par cedes qui renferment j et ses deri- 
vees ou ses differentielles des ordres inferieurs. Ainsi, par exemple, 
le contact sera on general du deuxieme, du troisieme, ... ordre, si 
Ton assujettit les constantes a,h,c, ... a verifier los trois premieres, 
lesquatre premieres, ... des equations (7). Or on trouvera une infi- 
nite de systemes qui satisferont a de scmblables conditions. 

CoroUaire III. — Lorsquc I’equalion (2) renferme trois constantes 
arbitraires ct sc reduit a 

(8) Y{x,y,a,b,c) = o, 


on pent attribuer aux constantes a, b, c une infinite de systemes de 
valeurs pour lesquels la courbe (8) soil tangente a une courbe donnee, 
et, pour obtenir ces systemes, il sulBt do combiner les deux equa- 
tions 


(9) 


y,a, b,c) = o, 

Of{x,y,a,h,c) ^^ ^ dV{x, y,a,b,c) ^ 

Ox Oy ^ ' 


apres y avoir substitue les valeurs de x, y, dx, dy relatives a la courbe 
donnee. En verlu de ces equations, deux constantes se trouveront 
exprimees en fonction de la troisieme, qui pourra roster arbitraire. 
II n’en sera plus de meme si Ton veut quo la courbo (8) ait avee la 
courbe donnee, au point {x,y), un contact d’un ordre au moins egal 
il 2, ou, en d’autros termes, si Ton veut quo le point {x,y) devienne 
pour les deux courbes un point d’osculation. Alors les trois con- 
stantes a,b,c, ... se trouveront determinees par le systemc des trois 
^nations 

'E{x,y, a, b,c)—o, 

df{x,y,a,b,c) ^^ ^ (')'^{x,y,a,b,c) 

dx dy ^ ' 

(?*F(a;,.y,a,i,c) J^Y{,x,y,a,b,c) d^Y{x,y,a.b,c) 

d^- dxdy ^^^3+ <^y 

^ dV{x,y,a,b,c) <n(x,y,a,b,c) ^ 
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Corollaire IV..— Si Ton remplace, dans le corollaire III, les con- 
stantes arbitraires a, h, c par les constantes arbitraires -q, p, et si 
Ton reduit la courbe (8) au cercle qui a pour equation 

(!') (^-■o^+{y--ny-=p\ 

la seconde des formules (9) deviendra 

( 12 ) {x — '^)dx-{-{y — -n)dy = o, 

et elle fera connaitre la relation qui doit exister entre les coor- 
donnees y] pour que le cercle touche la courbe donnee au point 
(x, j). Or, les coordonnees H, -q etant celles du centre du cercle, et 
I’equation (12) etant du premier degre, oh est en droit de conclure, 
non seulement qu’il y aura une infinite de cercles qui toucheront la 
courbe au point (x, y), mais encore que tons les cercles tangents 
auront leurs centres sur une meme droite, a laquelle appartiendra 
I’equation (12), si Ton considere 5 et v] comme seules variables. 
Effectivement, il est clair que les centres de tous les cercles tangents 
sont situes sur la normale, laquelle est representee par I’equatipn 
dont il s’agit. 

Si Ton veut que le cercle represente par la formule (ii), au lieu 
de toucher simplement la courbe donnee, ait avec cette courbe un 
contact d’un ordre egal ou superieur a 2, et devienne, par conse- 
quent, osculateur de la courbe, il faudra joindre aux formules (ii) 
et (12) I’equation differentielle du second ordre 

(13) {x — ^)d^x-^{y — ■t\)d^y + dx^-^ dy^=o, 

qui remplacera la derniere des formules (10). Alors les coor- 
donnees i, Y] et le rayon p se trouveront completement determines 
par le moyen des formules (n), (12) et (i 3 ), qui coincideront avec 
les equations (19) de la septieme Legon et avec les equations (16) de 
la huitieme. 
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Corollaire V. — Concevons que la courbc (2) soil unc couibe 
parabolique dont I’ordonnee j se reduise a unc fonction entierc dc x 
du degre n — i, c’est-a-dirc, a un polynome dc la forme 

(i/J) j' ziz a b X -h H- 

Alors, si Ton prcnd x pour variable indcpendanle, les equations (7) 
donneronl 

I y z=za-\- bx cx-~\-. . . --H 
y ^ — h 2CX {n — 4- {n — 

■•••• ’ 

^ ) = i.2.3...(;i — i)q\ 

et, pour determiner les constantes a, h,c, . . q de manierc quo la 
courbe (i4) ait avec une courbe donnee, au point (a;, y), un contact 
d’un ordrc egal ou superieur a n — i, il sulBra d’employcr les equa- 
tions (i 5 ), apriis y avoir substitue Ics valeurs dc x, y,y', 
y(«-i) relatives a la courbe donnee ct au point dont it s’agit. Si, pour 
plus dc commodite, on ddsigne par v) les coordonnecs d’un point 
qui soit situe sur la courbe cherchee, sans coincidcr avec le point 
(cc,y), cette courbe pourra etre rcpresentec par Tequalion cn ^ et y] 
qui resultera de I’elimination des constantes a, b, c, p, q entre 
les formules (i 5 ) ct la suivante 

(i6) -n = a b^->r 


Or, si Ton developpe le second membi’e dc I’equation (i6) suivant les 
puissances ascendantes dc ^ — x, en observant qu’on a, pour une 
valeur quelconque du nombre enlier/w. 



1.2 



on trouvera 
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ICi 


V — a ~h hx 4 - cx^-h . . qx’'~'- 

h + 2Cx-i-...-h in — ■x)px’'~'^-^{n — ])ffx'<-- 


U-'Z-) 


(■ 7 ) 


[j2.3. ..(/I — 2 ) p 2 .3 n — i)qx . 

i .2.3. . .{n — 2) ^ ^ 


] .2.3. . .( n — i)q , 


1 . 2 .3 . . .(n — i) 




puis, en ayant egard aux formules (i5), 


(18) 


y(n—-2) 


I . 2 . 3 . . . ( /I ■— 2 ) 






.‘ 2 / 6 . . .[n — I ) 


(4 — 


Telle est I’equation de la courbe parabolique du degre n — i qui a, 
en un point donne (oj, y), un contact de I’ordre n — i ou d’un ordre 
superieur avec une courbe donnce. On parvient encore a la meme 

equation, quand on cherche a determiner les constantes B, C P, 

Q de maniero que la courbe parabolique qui est representee par la 
formule 


(19) -0— jk=B(' — — 

et qui passe evidemment par le point (^x,y), acquiere en ce point 
avec la courbe proposee un contact de Tordre n — 1. En effet, pour 
que cette condition soit remplie, il sulFit, en vertu des principes 
etablis dans la neuvieme Legon, que les valeurs de 


(20) 


d/ d'C^’ ■■■’ d^' "d^’ 


tirees de la formule (19) et correspondantes a ^ = ar, savoir 
(21) B, 1.2C, . . , 1 .2.3. . — 2)P, 1.2.3. — 

soient respectivement egales aux valeurs de 


(22) /, 

OEuvres de C — S. II, t. V. 
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tirees de I’equation de la courbe donnee. Or, en egalant les quan- 
tiles (21) aux expressions (22), on en conclut 


(23) Brr-J', C--= 


1.3 






1. 2. 3 ... (/I — 2) 


’ Q 


y 


(n -1) 


[.2.3...( /I — l)’ 


et, en substituant les valeurs precedentes de B, G, . . . , P, Q dans 
I’equation (tp), on retrouve precisement I’equation (18). 

Dans le cas particulier oil Ton prend n — 2, la courbe cherchee se 
change en une droite, et I’equation (18), reduite a la forme 

( 2 . 1 ) — 

represente, comme on devait s’y attendre, la tangente menee par le 
point (a?, j) a la courbe qui renferme ce meme point. 

Si Ton suppose n = 3 , 1 ’equation (18), reduite a la forme 

(25) — — 


representera une parabole du second degre, qui sera osculatrice de 
la courbe donnee, et qui aura pour axe une droite parallMe de I’axe 
des y. 

Pour terminer ce que nous avons a dire sur le contact des courbes 
planes, il nous reste a etablir une proposition digne de remarque, qui 
se rapporte au cas oil I’ordre du contact est un nombre entier, et que 
Ton peut enoncer comme il suit : 

TnEoafeME II. — Considerons deux courbes planes dont les equations 
en coordonnees rectangulaires ou obliques se presentent sous les formes 

(26) y = f{x), 

(27) J = F(a?). 

Concevons, de plus, que Von designe par n un nombre entier quelconque, 
et que, les deux courbes ayant un contact de Vordre n en un point 
donne, les deux fonctions 


(28) 


/oi+-*'(ar), F'"'*"') (a?) 
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reslent continues par rapport a a?, dans le voisinage de ce mime point. 
Les deux courbes se traverseront en se touchant, si n est un nombre pair. 
Au contraire, si n est un nombre impair, I’ordonnee de I’une des courbes 
demeurera constamment superieure d Vordonnee de C autre, dans le voi- 
sinage da point de contact. Enjin, dans I’une et I’ autre hypothese, celle 
des ordonnees F(a3) qui deviendra la plus grande, qiiand on 

passera au delci du point de contact en avangant du cdte des x positives, 
sera celle dont la derivee de I’ordre w -h i obtiendra la plus grande valeur 
au point dont il s’agit. 

Demonstration. — En effet, le contact etant de I’ordre n, si, dans 
les differences 

F(jr4- j) — /(a; + i), F' (j 7 z) — /'(.r H- /), F"(j? -h i ) — /"(•^ -i- 

on substitue pour x I’abscisse du point donne, 

(29) F<“''’‘)(a; + -i- j) 

sera la premiere de ces differences qui cessera de s’evanouir avec z; 
et, puisque les functions ¥^"*''>(x) restent continues par 

hypothese dans le voisinage du point de contact, il est clair que la 
difference 

(30) Ff"‘‘‘’^(a:) — 

n’obtiendra pour ce point ni une valeur nulle, hi une valeur infinie, 
et se reduira necessairement a une quantite finie differente de zero. 
D’ailleurs, en designant par 0 un nombre inferieur al’unite, on tirera 
de la formule (8) de I’Addition au Calcul infinitesimal 

“T* 1 ) 

et comme, pour de tres petites valeurs de i, les expressions 

t 

seront des quantites de meme signe, on pent evidemment affirmer 
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que, si I’abscisse x + i differe tres peu de I’abscisse x, le second 
membre de la forniule (3i) sera une quantile affectee du ineme signe 
que le produit 

( 32 ) 

Done, I’expression Y{x -\-i) — f{x i), equivalente a cc second 
membre, changera de signe avec i et z’"^', si n est un nombre pair. 
Alors celle des ordonnees f{x + z), F(a; -i- i) qui etait la plus petite 
avant le point de contact, du cote des x negatives, deviendra la plus 
grande de I’autre cote; d’oii il resulte que les deux courbes se traver- 
seront en se touchant. Le contraire atira lieu si n est un nombre 
impair. Alors, z""^' etant une puissance paire de z, le produit (32) 
aura toujours le meme signe que le facteur et, 

par suite, I’ordonnee F(a; -t- z) sera constamment superieure ou con- 
stamment inferieure, dans le voisinage du point de contact, a I’or- 
donnee f{x-\- i), suivant que ce facteur sera positif ou negatif, e’est- 
a-dire, en d’autres termes, suivant que la quantite F'"'^'>(a:) sera 
superieure ou inferieure a la quantite Ajoutons que, pour 

des valeurs positives de z, les expressions (3o) et (32) seront, dans 
la premiere hypothese comme dans la seconde, des quantiles de 
meme signe, et qu’en consequence celle des ordonnees f{x), F(a;) 
qui deviendra la plus grande au dela du point de contact, corres- 
pondra toujours a celle des derivees /'"■^'>(a;), F‘"+'>(ic) qui obtiendra 
la plus grande valeur au meme point. 

Corollaire I. — La tangente menee a une courbe par un point donne 
n’ayant, en general, avec cette courbe qu’un contact du premier 
ordre. Tune de ces deux lignes restera pour I’ordinaire superieure a 
I’autre avant et apres le point de contact. Elies pourront, neanmoins, 
se traverser mutuellement dans certains cas particuliers; et e’est ce 
qui arrivera pour une valeur donnee de x, si les valeurs correspon- 
dantes de 


( 33 ) 
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tirees de I’equation de la courbe, forment une suite dans laquelle le 
premier des termes qui ne s’evanouissent pas conserve une valeur 
finie, et, si ce terme est une derivee d’ordre impair, qui reste fonction 
continue de a?, dans le voisinage du point donne. En effet, designons 
par n un nombre pair quelconque, et supposons que, les formulas 

( 34 ) y"—o, o, 

etant verifiees pour une certaine valeur de x, la valeur correspon- 
dante de demeure finie et differe de zero. Soit, d’ailleurs, 

(35) y — a-^-bx 

I’equation de la tangente. Comme on tirera generalement de cette 
equation 

(36) y'=a, y’—o, y” — o, y"> = o, 

il est clair qu’en passant de la courbe a la tangente, on retrouvera 
pour le point de contact les memes valeurs, non seulement de r et 
de y', mais encore de y", y'", .... y'"*; et comme, dans ce passage, 
y;«+i) changera de valeur, nous pouvons conclure que la courbe et sa 
tangente auront un contact d’ordre pair. Par suite, si la valeur 
de yf"+*) tiree de I’equation de la courbe est une fonction continue 
de X, dans le voisinage du point que I’on considere, la courbe et 
sa tangente se traverseront mutuellement, en vertu du theormne II. 
Alors le point de contact sera un point d’inflexion de la courbe pro- 
posee. 

CoroUaire II. — Le cercle osculateur d’une courbe, en un point 
donne, ayant, en general, avec cette courbe un contact du second 
ordre, ces deux courbes se traverseront pour I’ordinaire. INeanmoins, 
il peut arriver que, dans certains cas particuliers, I’ordre du contact 
s’eleve, et se trouve indique par un nombre impair. Alors le cercle 
osculateur et la courbe pourront cesser de se traverser mutuellement. 
Ainsi, par exemple, si la courbe proposee devient une parabole, une 
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ellipse ou une hyperbole, le cercle osculateur aura un contact du 
troisieme ordre avec cette courbe, et cessera de la traverser, quand 
on fera coincider le point de contact avec le sommet de la parabole, 
avec les cxtremites des axes de I’ellipse, ou avec les oxtremites de 
I’axe reel do I’liyperbole. 
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ONZIEME LECON. 


sun l’uSAGK QOE l’oN PECT FAIRK DES COORUOSNEES POLAIEES POUR EXPRIHER 
0(1 POUR DfiCOUVRIU RIVERSES PROPRlftTSS DES COURBES PLAX'ES. 


Dans les Legons precedentes, nous avons generalement suppose 
qu’une courbe plane etait representee par une equation entre deux 
coordonnees rectangulaires a?, y. Mais il est souvent utile de sub- 
stituer a ces memes coordonnees les coordonnees polaires r et p deja 
employees dans les Preliminaires (page 17), et lieesaux variablescr, y 
par les formules 

(r) x = rc,o%p, y~.r?,mp. 

Nous allons indiquer ici quelques-uns des resultats auxquels on est 
conduit par cette substitution. 

Observons d’abord que la quantite r, par laquelle on designe le 
rayon vecteur mene de I’origine ou pdle a un point mobile, doit tou- 
jours etre regardee comme positive. Quant a Tangle p, forme par cc 
rayon vecteur avec un demi-axe donne, il pourra etre positif ou ne- 
gatif et recevoir une valeur numerique inferieure ou superieure a nvr, 
ainsi qu’on Ta deja explique (wfVles Preliminaires, pages 17 et 18). 
Pour plus de commodity, le dembaxe des x positives, a partir duquel 
on compte Tangle p, sera nomme dorenavant demi-axe polaire. 

Cela pose, il est clair : 1° que Tequation de tout cercle, qui aura 
Torigine pour centre, sera de la forme 

(2) r = R, 

R designant une constante positive egale au rayon du cercle.; 2° que 
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I’equalion d’un demi-axo aboutissant a I’origine sera de la forme 

(3) P = V, 

P designant une constante positive ou negative. On pent ajouter que 
I’equation (3) continuera de representer le meme demi-axe, si la 
quantite P croit ou diminue de maniere quo I’accroissement ou la 
diminution ait pour mesure un multiple de la circonference, ou, en 
d’autres termes, le produit de -rr par un nombre pair. Enfin, le demi- 
axe dont il s’agit sera rcmplace par un autre dirige suivant la meme 
droite, mais en sens inverse, si I’accroissement ou la diminution de 
la quantite P est le produit de la demi-circonference tc par un nombre 
impair. 

Lorsqu’une courbe plane est representee par une equation entre les 
coordonnees rectangulaires a:, r, on pent, a I’aide dcs formules (i), 
substituer immediatement aux variables cc, y les coordonnees po- 
laires, et obtenir ce qu’on nomme {'equation polaire de la courbe. 
Ainsi, par exemple, si Ton appelle ■/] les coordonnees rectangu- 
laires d’un point fixe, et R, P ses coordonnees polaires liees aux pre- 
mieres par les formules 

(4) ^ = RcosP, YjmRsinP, 


on reconnaitra que la droite menee par ce point de maniere a former 
I’angle '-J' avec le demi-axe des x positives a pour equation en coor- 
donnees rectangulaires 


(3) 



lang'l' 


ou 


X — \ _ y — n 
cosij^ suni* ’ 


et pour equation polaire 


( 6 ) 


r cos/> — R cosP r sin/? — R sinP 

cosi}? sinif' 


ou, ce qui revient au meme, 


(7) 


r sin(/? — t]?) = Rsin(P — 4')- 
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Si la longueur R s’evanouit, la droite passera par I’origine, et son 
equation polaire deviendra 

(8) sin (/) — (];) = 0 . 

On veriflera celle-ci en prenant pour n un nombre entier quelconque, 
et posant 

Chacune de ces deux dernieres formules est semblable a I’equa- 
tion ( 3 ), et represente un des deux demi-axes qui sont diriges sui- 
vant la droite donnee, mais en sens contraires, et qui aboutissent a 
I’origine. 

On peut aisement, dans I’equation (7), substituer Tangle /> — P a 
Tangle p — En effet, 

P — = — P) -!-(P — 

et, par suite, 

sin (jo — 4^) — sin (jo — P) cos(P — + sin(P — 4^) cos(jo — P). 

Or, si Ton a egard k cette dernibre formule, on tirera de Tequa- 
tion (7) 

r cos ( JO — P ) — R /-sin (jo — P) . 

cos(^|^ — P) sin('i — P) 


ou, ce qui revient au iheme. 


(10) 


r cos (p — P) — R 
/•sin(/o — P ) 


= cot(dj — P). 


Au reste, pour deduire immediatement Tequation (9) de Tequa- 
tion (6), il suffit d’observer que rien n’empeche de substituer aux 
trois angles p, P et 'li, formes par trois directions donnees avec le 
demi-axe polaire, les trois angles /? — P, o et 4 ^ — P formes par les 
memes directions avec le demi-axe qui a pour equation jd = P. 

Si, du point (i, yj) comme centre, avec le rayon p, on decrit un 
cercle, ce cercle, represente par la formule 

(I.) ■ = 
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auca evidemment pour equation polaire - 

(/’COS/> — RcosP)--t- (rsin/J — RsinP)-=: 

OU 

( 12 ) 7’-— 2 Rr cos(/) — P) 4- R‘= pL 

Dans le cas particulier oil le centre coincide avec I’origine, R s’eva- 
nouit, et I’equation (12) se reduita 

r^-—p^ OU r=:p; 

c’est-a-dire qu’elle reprend la forme de I’equation (2). 

II est encore facile de s’assurer que Ics deux paraboles et I’ellipse 
OU hyperbole representees par les trois equations 

(13) 2a^,- 

(14) y^ = — 

(15) Aa?^4- aBay' 4- G/-= K 

ont pour equations polaires 


(16) 


(17) 


(i8) 


2 tZ cos/7 
sinV ’ 

2 a cos/7 
sin^/» ’ 

K 

Acos®/7 4- 2 B sin/7 cosy7 4- C siiPy7 

2K 

A4-C4-2Bsin2/7-t-(A — C) cos 2/7 


Si la formule (i 5 ) se reduit a Tune dcs suivantes 

(19) 

( 20 ) 




r-, 


X- 

‘t A •> ^ f 

a- 0 ^ 


I’equation (18) deviendra 


(21) 






sin®/? -h cos®/> 



ou 

( 22 ) 
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Concevons, pour fixer les idees, que les constantes a, h soient posi- 
tives, et que J’on ait a >> 6 . La constante a representera clans les pa- 
raboles (i3) et (i4) le double de la distance du foyer au sommet, 
dans I’ellipse ( 19 ) la moitie du grand axe, et dans I’hyperbole ( 20 ) la 
moitie de I’axe reel. Cela pose, si Ton transporte I’origine au foyer de 

la parabole (r4). et, si Ton fait| = R, I’equation de cette parabole en 
coordonnees rectangulaires prendra la forme 

(23) yJ=:-4R(x-R) ou j-=:(2R-x)^; 


puis on en conclura, en observant que la quantite 


et, a plus forte raison, la quantite aR — a;,, doivent toujours rester 
positives, 

(24) \/j;® -1-/^= 2R — a: ou a; H- 2R. 


Si maintenant on substitue les coordonnees polaires aux variables x, 
y, on trouvera pour I’equation polairc de la parabole 

„ ,1 2 R 

(20) r -1- rcosp = 2R ou r— 

^ ^ i-t-cosju 

Lorsqu’on effectue la meme substitution dans la formule (ad), on en 
tire 

(26) r^= (2R — rcosp)^ ou [/-(i -f-cosp) — 2R][r(i — cosp) H- 2R] = 0. 

De plus, les quantites r, R etant essentiellement positives, et la quan- 
tite I — cos/j etant positive ou nulle, il est clair que le facteur 


/•(l — cosp) -h 2R 
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a toujours une valeur finie differente de zero. On pent done sup- 
primer ce facteur dans la formule (26), qui par ce moyen se trouvera 
evidemment ramenee a I’equation (sS). 

Dans une ellipse, ou dans une hyperbole, on appelle excentricite Ic 
rapport entre la distance d’un foyer an centre et la moitie du grand 
axe ou de I’axe reel. Soit e ce rapport. La distance du centre a I’un 
des foyers sera, pour I’ellipse (rg), 

(•37) — b-, 

et, pour rhyp.ci’bole (20), ' 

(28) — 

Celapose, si Ton transporte I’originc, dans Tellipse, au foyer situe du 
cote des x positives, et dans Thyperbole, au foyer situe du cote des x 
negatives, les equations de ces courbes en coordonnees rectangu- 
laires se presenteront sous les formes 

Cr-f-ae)® {x — «£)- 

Si dans ces dernieres on remet au lieu de b sa valeur tiree de la for- 
mule (2y) ou (28), elles deviendront respectivement 

(i — H- y-={s^ — i)[{x — ae}2 — a2] 

ou 

(29) x^-i- y'‘=z(a{i — E-) — sx]- 
et 

{3o) 

Enfin si, dans les equations (29) et ( 3 o), on substitue les coor- 
donnees polaires aux coordonnees rectarigulaires, on trouvera pour 
I’equation polaire de I’ellipse 

( 3 i) [r — <2(1 — £2) 4- £r cosjd] [ r -1- a(i — s®) — £r cos/)] = o 
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et, pour r^uation polaire de Thyperbole, 

(32) [> ^(c2 £/' c03/?][r — l) — crC0S/?]rr-O. 

Dans la formule (3i), le nombre £= ^ i — etant plus petit que 
Tunite, le facteur 


r-h a{i — £2) ~ £ 7 - cos/> —r{i — e cos/>) -i- a{i ~ sr) 

aura toujours une valour positive differonte de zero. On peut done le 
supprimer, et reduire 1 equation polaire de I’ellipse a la forme 


(33) /‘(i-f-ECOsp) — ^z(i — a-)=:o ou r—— 

1 -i- £ COS/> 

Si, dans cette derniere, on pose successivement 


on en tirera 


p = 0, p:^7i:, 

r=a{i^e), r = a(i-+-s). 


Ces deux valeurs, dont la somme est egale a 2 a, exprimeront les 
distances du foyer pris pour origine aux deux extremites du grand 

axe. Quant a Tequation (32), dans laquelle le nombre s = ^/i ^ 

est evidemment superieur a I’unite, elle se decompose en deux autres, 
savoir 

(34) /■(n-6COS/>) — a{s^ — i) = o ou r=— 

I -h £ COS/? 

et 

(35) r(i — £ cos/?) -h a(£-— 0 = o ou r = . 

£ cos/? — I 

Or il est facile de s’assurer que cbacune de celles-ci represente une 
seule des deux branches de Thyperbole, et, en particulier, que I’equa- 
tion (34), de laquelle on tire 


et 


r — a{£~-i) pour p — o 


pour 


P 


~ ± arc cos 



r =2 00 
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appartient a la branche dont le foyer coincide avec I’origine, tandis 
que I’equation (35), de laquelle on tire 


et 


rz=za{E-\-i) pour p—O 


r —oo 


pour y; — dz arc cos 


appartient a I’autre branche. Les deux valeurs de p auxquellcs corres- 
pondent, dans chaque branche, des valeurs infinies de r, indiquent 
les directions des deux demi-axes qui servent d’asymptotes a cette 
branche. Quant aux deux longueurs 

/• = a(£-Hi), r = rt{e — i), 

dont la diSerence est egale a aa, elles expriment les distances du 
foyer pris pour origine aux deux extremites de I’axe reel de I’hyper- 
bole. 

On pourrait etablir directement et par des considerations geome- 
triques la plupart des formules qui precedent, en exprimant ii I’aide 
de coordonnees polaires les proprietes connues des lignes que ces 
formules representent. Concevons, par exemple, que, P, R designant 
les coordonnees polaires d’un point fixe, et un angle quelconque, 
positif ou negatif, on cherche I’equation polaire de la droite menee 
par le point (P, R) parallblement au demi-axe represente par la for- 
mule 

[ 36 ) = 

Si de I’origine on mene un rayon vecteur r a un point quelconque de 
la droite, et si I’on nomme S Tangle aigu ou obtus que forme c’e rayon 
vecteur indefiniment prolonge avec le demi-axe (36), la valeur de p 
correspondant au rayon vecteur dontil s’agit sera evidemmentdonnee 
par Tune des formules 

( 67 ) — ij/ + 3, p — <p-h3±2m: 

OU 


( 38 ) 


P = 'i' — P = 'p — 3±:2 «7r. 
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n etant un iiombre entier quelconque. Ajoutons que les fortnules'( 37 ) 
devrontetre preferees, si un rayon vecteur mobile assujetli a tourner 
autour de I’origine, en partant de la position dans laquelle il co'in- 
cidait avec le demi-axe (36), est oblige, pour decrire Tangle o, de 
prendre un mouvement de rotation direct, tandis que les for- 
mules (38) devront etre preferees dans le cas contraire. Si mainte- 
nant on projette le rayon vecteur r sur un axe perpendiculaire k la 
droite donnee, on obtiendra pour projection la plus courte distance 
de Torigine a cette droite, et cette plus courte distance se trouvera 
exprimee par le produit 

r sin 0 , 

qui se reduit, en vertu des formules (Sy), a 

rsin(/> — ij;), 

et en vertu des formules (38), a 

r sin(i|< — /)). 

Or la plus courte distance dont il s’agit etant evidemment une quan- 
tile independante des coordonnees variables r et p, nous sommes en 
droit de conclure que le produit rsin(/> — 4 ') ou rsin('ji— /?) ne 
changera pas quand on y remplacera p par P et r par R. On aura done 

rsin(/5 — 4*) ~ R sin(P — 4') ou /•sin(4 — />) =R sin (4 — P)- 

Chacune de cesdernieres formules coincide avec Tequation ( 7 ). 

Cherchons a present Tequation polaire du cercle decrit du point 
(P, R) comme centre avec le rayon p. Si Ton nomme p, r les coor- 
donnees d’un point quelconque de la circonference, et B Tangle com- 
pris entre les rayons r, R, on aura 

/=rP±:3 ou = P dr 3 ±: anTT, 

et, par suite, 

(89) ±:3 = /J — P np STITT, 

n designantun nombre entier qui pourra se r^uire a zero. De plus. 
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Tangle o etant oppose au rayon p dans le triangle dont los cotes 
sent r, R et p, on aura, en vertu d’un theoreme connu de Trigono- 
naetrie, 

(4o) cosd = TiTF • 

Si, dans cette derniere formule, on remet pour o sa valeur^o — P — urair, 
on obtiendra I’equation 

(4r) cos(p-P) = 

qui coincide avec la formule (12). 

Cherchons encore Tequation polaire d’une parabole dont le sommet 
coincide avec le point (P, R) et le foyer avec Torigine. Si Ton designe 
par p, r les coordonnees d’un point quelconque de la courbe, et par 0 
Tangle compris entre les rayons r, R, la formule (Sg) continuera de 
subsister. De plus, la projection du rayon vecteur r sur Taxe de la 
parabole aura pour mesure la valeur numerique du produit 

r cos 5 = /• cos {p — P ) ; 

et, comme la distance du foyer a la directrice sera egale a 2R, la dis- 
tance du point ( p, r) a la directrice sera evidemment equivalente a 

2 R — /■ cos(/> — P). 

Mais, d’apres la propriete connue de la parabole, cette distance doit 
aussi etre egale au rayon vecteur r. On aura done 

(42) r=2R— 7-cos(o — P) ou r= 

Pour faire coincider cette derniere equation avec la formule ( 25 ), il 
suffit de prendre pour demi-axe polaire celui qui, partant du foyer de 
la parabole, se dirige vers le sommet de cette courbe, et do poser en 
consequence P = o. 

On obtiendrait avec la meme facilite Tequation d’une ellipse dans 
laquelle un foyer coinciderait avec Torigine, et Tune des extremites 
du grand axe avec le point (P,R). En effet, soient toujours p, r les 
coordonnees polaires d’un point quelconque de la courbe et S Tangle 
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compris entre les rayons vecteurs r et R. Designons en outre par a le 
demi-grand axe et par t I’excentricite. Dans le triangle forme avec les 
foyers et le point (/?, r) de la courbe, I’un des cotes, savoir la distance 
des foyers, aura pour mesure le produit du grand axe par I’excentri- 
cite ou la quantite 2 as, et les deux autres cotes, dont la somme, en 
vertu d’une propriete connue de I’ellipse, devra etre equivalente au 
grand axe, seront representes par r et 2 a — r. Ajoutons que, dans ce 
meme triangle. Tangle oppose au cote -la — r sera egal a 0 , si le 
point (P,R) coincide avec Textremite du grand axe la plus eloignee 
de Torigine, et au supplement de Tangle 0 , c’est-a-dire a t: — 0 , dans 
le cas contraire. Si, pour fixer les idees, on adoptc la seconde hypo- 
these, on trouvera 


(43) 


cos(7r — §) = 


— (2 a — r)- 
2{2as)r 


1 

s 


a(i — £°) 
s r 


ou . 

a(r-e^) . 

i-(-scos(5’ 


puis, en remettant pour S sa valeur tiree de la formule (dg). 


(44) 


I -1- £ COS(/J — F) 


Cette derni^re equation renferme, avec Tangle fixe P, deux autres 
constantes a, z, dont Tune pourrait Mre remplacee par le rayon vec- 
teur R = a(i — e). Remarquons de plus que Ton reduira Tequa- 
tion (44) a la formule (33) si Ton prend pour demi-axe polaire eelui 
qui, partant de Torigine, se dirige vers Textremite la plus voisine du 
grand axe de Tellipse, et si Ton pose en consequence P = o. 

Considerons enfin une branche d’hyperbole dont le foyer coincide 
avec Torigine, et le sommet avec le point (P, R). Soient p, r les coor- 
donnees d’un point quelconque de cette branche et 0 Tangle compris 
entre les rayons vecteurs r, R. Designons en outre par na Taxe reel 
de I’hyperbole et par z Texcentricite. Dans le triangle forme avec les 
foyers et le point (/?, r). Tun des cotes, savoir la distance des foyers, 

OEuvres de C. — S. II, t. V. ^3 
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sera egal au produit 2 a£, et les deux autres cotes, doiit la difference 
devra Mre equivalente a I’axe reel, seront representes par r et 2 a h- /■. 
Ajoutons que, dans ce meme triangle. Tangle oppose au cote 2 a 4 - r 
sera precisement Tangle 0 . On aura done 


(45) 


COSO = 


4 - ( 2 )- — { 2 a r)^ 
2(2 as)/* 


a(s^— i) 
sr 


I 

£ 


OU 

^ ^ a(e^-i) . 

1 ”t“ £ COS 


puis, en remettant pour o sa valeur tiree de la foi’mule (Sg), on 
trouvera 


(46) 


a(e* — i) 

I + £ cos(/> — P)' 


On pourrait, dans cette derniere equation, remplacer Tune des con- 
stantes a, s par le rayon R = o!(£ — i). Remarquons de plus qii’on 
reduira I’equation (46) a la formule (34) si Ton prend pour demi-axe 
polaire celui qui, partant de Torigine, se dirige vers le sommet de la 
branche que Ton considere, et si i’on pose en consequence P = o. 

Si Ton plagait Torigine, non plus au foyer de la branche d’hyper- 
bole dont on demande I’equation polaire, mais au foyer de I’autre 
branche, il faudrait evidemment, dans la formule (45), remplacer la 
longueur aa + r par r - 2 a. On aurait done alors 


(47) 


'•"-l-( 2 «£)^— (r— 2 a)» _ a(£»— i) 
2(2a£)r £7’ 


OU 


et par suite 
(48) 


a(g2_i) 

' — > 

£ COSO — 1 


rz= ^(g^— 0 

£ COS(p — P) — I * 


1 

£ 


En reduisant, dans cette derniere formule, la constante P a zero, on 
retrouverait I’equation (35). 
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On pent se servir avec avantage des coordonnees polaires, non seu- 
leinent pour exprinaer, mais encore pour decouvrir les diverses pro- 
prietes des courbes planes et pour determiner leurs centres, leurs 
axes, leurs diametres, leurs points singuliers, etc. Concevons, par 
exemple, que Ton se propose de trouver les deux axes ou I’axe reel de 
I’ellipse ou hyperbole representee par Tequation (i8). 11 sufSra evi- 
demment, pour y parvenir, de doubler la valeur maximum ou mi- 
nimum du rayon vecteur r. De plus, il est clair que cette valeur 
maximum ou minimum correspondra au minimum ou au maximum 
de I’expression 

(49) 2Bsin2/?-f- (A— C)coS2/7 

et, par consequent, a une valeur de p determinee par la formule 

(50) 2Bcos 2/> — (A — C) sin 2 /) = o ou tanga/? = -i?-, 

A — C 

qu’on obtient en egalant a zero la derivee de I’expression (49). Or on 
satisfait a I’^iquation ( 5 o) en designant par n un nombre entier quel- 
conque etprenant 

(51) /> = - arc tang ^-^±rn7r, 

OU 

(52) /) = ^arctangj^^±^7H- 07:. 

Ces deux dernieres formules, semblables a I’equation ( 3 ), repre- 
sentent deux droites qui se coupent a angles droits et qui coincident 
avec les axes de la courbe que Ton considere. Ajoutonsque Ton tire 
de la formule ( 5 o) 

sin 2 jP _ cosap i 2 Bsin 2 p 4 -(A — Qcosap 

aB A — C “'v'AB^-htA — G)*” 4B--)-(A — C)- ■ 

et qu’en consequence la valeur maximum ou minimum de Texpres- 
sion (49) sera 


(53) 


±v'4B»-)-(A — C)*. 
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On arriverait encore a cette conclusion en partant de I’equation 


[2Bsin9/J-+-(A — C) cos 2 />]- 
-(- [2BCOS2/? — (A — C) sin2j9]® = 4B-4- (A — C)^, 

de laquelle il resulte que la valeur numerique de I’expression ( 49 ) est 
toiijours inferieure a la facine carree de la somme 4B"-1-(A — C)®, 
quand la difference aBcosajo — (A — C)sin2j9 a une valeur diffe- 
rente de zero, et devient egale a cette racine carree, dans le cas oil 
la menie difference s’evanouit. Si maintenant on substitue succes- 
sivement dans la formule ( 18 ), au lieu de I’expression ( 49 )» sa 
valeur minimum — V4B^-t-(A — C)S et sa valeur maximum 
■+■ \/4B^-t- (A — C)-, on obtiendra les deux equations 


( 54 ) 

(55) 


Ah-C— \/4B'+(A— C)*’ 

2K 

A + C-hv/4B-+(A — C)^’ 


II est facile de s’assurer que les valeurs precedentes de r® sont les 
deux racines de I’equation 





deja obtenue dans la onzieme Legon de Calcul differentiel. Comme 
leur produit, savoir 

K= 

AC-B*’ 

est toujours une quantite affectee du meme signe que la difference 
AC — B®, il est clair qu’elles seront toutes deux positives si, AG — B® 
etant positif, A, C et K sont des quantites de meme signe. Alors les 
valours maximum et minimum de fourniront deux valours reelles 
maximum et minimum du rayon vecteur r. Au contraire, une seule 
des valeurs de restera positive, et la valeur correspondante de r 
restera seule reelle, si AC — B® devient negatif. On sait effectivement 
que la condition AC — B®>-o est verifi^e pour I’ellipse, qui a deux 
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axes reels, et la condition AC — B^<o pour I’hyperbole, qui a un 
seui axe reel. 

Parmi les courbes dont les diverses proprietes peuvent etre plus 
aisement reconnues quand on fait usage de coordonnees polaires, 
nous citerons les spirales, qui forment ordinairement un grand 
nombre, souvent meme une infinite de revolutions autour de I’ori- 
gine, de maniere a s’approcher ou a s’eloigner de plus en plus de 
cette meme origine. Les spirales qui ont particulierement fixe I’at- 
tention des geometres sent la spirale d’ Archimide, la spirale hyperho- 
lique et la spirale logarithmique. 

Dans la spirale d’Arcbimede, le rayon vecteur r croit proportion- 
nellement a Tangle p. Elle a done pour equation polairc 

(56) r — ap, 

a designant une quantite constante. Lorsque cette constante est posi- 
tive, on ne pent attribuer a p que des valeurs positives, puisque r ne 
doit jamais devenir negatif. Dans la meme bypotbese, si Ton designe 
par R la valeur de r correspondant a./? = st:, on aura 

R = 2air, 

et si Ton fait croitre Tangle p depuis zero jusqu’a Tinfini positif, le 
rayon vecteur r variera entre les memes limites. En consequence, la 
courbe pourra etre consideree comme decrite par un point mobile 
qui, partant de Torigine des coordonnees, tournerait une infinite de 
fois, avec un mouvement de rotation direct, autour de cette origine, 
et s’en eloignerait indefiniment. Si, dans Tequation (56), on sub- 
stitue a la constante a le rayon vecteur R, cette equation deviendra 


(57) 


-p A 


r=R 


2K 


) 


et si Ton prend, avec Arcbim'ede, le rayon R pour unite de longueur, 
on aura simplement 

27T 


( 58 ) 
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La spirale hyperbolique est celle dont on obtient I’equation polaire 
en ecrivant les coordonnees polaires r et a la place des coordonnees 
rectangulaires cc et j' dans I’equation rcy = a, qtii represente une 
hyperbole equilatere rapportee a ses asymptotes. Cette spirale sera 
done representee par la fornmle 


Si Ton suppose la constante a positive,/? devra I’etre pareillement; et 
si Ton fait varier p entre les limites o, ao, r variera entre les limites 
oD, o, de maniere quel’on ait 


et 


r — <x pour p — o, 
r=zo pour jD = CO. 


En consequence la courbe pourra etre consideree comme decrite par 
un point mobile qui, partant d’une position dans laquelle il se trou- 
verait place a une distance infinie de I’origine des coordonnees, tour- 
nerait une infinite de fois, avec un mouvement de rotation direct, 
autour de cette origine, et s’en approcherait indefiniment sans pou- 
voir jamais I’atteindre, r ne pouvant s’evanouir que dans le cas oii le 
nombre des revolutions deviendrait infini. Ajoutons que la spirale 
hyperbolique a pour asymptote la droite parallels a I’axe des x, et 
dontl’^uation en coordonnees rectangulaires est 

(6o) J = 

En effet, on tire de I’equation (Sp) combinee avec la seconds des for- 
mules (i) 


et par consequent = a, pour une valeur nulle de p, a laquelle cor- 
respond, comme on I’a deja remarque, une valeur infinie de r. 

La spirale logarithmique est celle dans laquelle Tangle p se reduit 
au logarithme du rayon vecteur r. Si les logarithmes sont pris dans le 
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systetne dont la base est A, et indiques par la caracteristique L, alors, 
en posant 

” ta ~ 

on trouvera pour I’equation polaire de la spirale logarithmique 

(61) pz=hr=:alr, 
ou 

p 

(62) r = e^. 

Si le nombre A est superieur a Tunite, la constante a sera positive. 
Alors, tandis qoe p variera entre les limites 

CO, p = <x>, 

r sera toujours positif, et variera entre les limites 

r — o, r=co. 

De plus, on aura r== i pour/j = 0. Cela pose, on pourra evideminent 
considerer la spirale logarithmique comme decrite par un point 
mobile qui, place d’abord sur le demi-axe polaire, a la distance i de 
I’origine des coordonnees, tournerait une infinite de fois, avec un 
mouvement de rotation direct ou retrograde, autour de cette meme 
origine, de maniere a s’en eloigner indefiniment dans le premier cas, 
et a s’en rapprocher indefiniment dans le second, mais sans pouvoir 
jamais I’atteindre. 

Lorsqu’une courbe plane est representee par une equation en coor- 
donnees polaires, pour la faire tourner autour de I’origine de maniere 
que chaque rayon vecteur decrive un angle egal a P, il suffit evidem- 
ment de rem placer la coordonnee p par /> — P, en ayant soin d at- 
tribuer a la quantite P une valeur positive, quand le mouvement de 
rotation est direct, et une valeur negative dans le cas contraire. En 
operant comme on vient de le dire sur I’equation (62.), on obticndra 
la formule 


( 63 ) 


p-p 
r=ze ^ y 
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qui representera la spirale logarithmique dans une position nouvelle. 
Alors, si Ton designe par R le rayon vecteur correspondant a ^ = o, 
on aura 

_p 

(64) R = ^ ", 

et Tequation (63) pourra etre presentee sous la forme 

r 

(65) /-^zRe" ou p = a{lr — ^R). 

Si, dans la derniere formule, on substitue aux coordonnees r et ^ 
leurs valeurs en x et y tirees des equations (i), savoir 

(66) /? = arc tang r = -h 

on retrouvera preciseinent Fequation (4?) la^ premiere Lecon, 
c’est-a-dire Tequation de la spirale logarithmique en coordonnees 
rectangulaires. 
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DOUZIEME LECON. 


USAGE DES COORDONNfiES POLAIRES POUR LA DfiTERMINATIOX DE L’rXCLIXAISOX, 
DE l’aRC, 1)U rayon DE COURBURE, ETC., d’GNE COURBE PLANE. 


Si Ton veut substituer les coordonnees polaires aux coordonnees 
rectangulaires, dans les formules qui determinent I’inclinaison, I’arc 
ou le rayon de courbure d’une courbe plane, il suffira de recourir aux 
equations 

(i) X =z r cosp, y ■=: rsiap. 


Ainsi, par exemple, la formule 


( 2 ) 


tang = 


dx’ 


que nous avons etablie dans la premiere LeQon (page 45), et qui 
fournit pour Tangle <|/ une infinite de valeurs numeriques dont la plus 
petite est Tinclinaison de la courbe, deviendra, en vertu des equa- 
tions (i) 

j j langp -h — 

, %\ap dr r cosp dp dr 

(3) tang(L = — . , - = j-> 

cosw ar — r smp op ^ rdp 

^ ^ I — tangp-^ 

et Ton en conclura 


ou 


rdp tangcj; — tangp 

dr 1 -t- tangij; langp 


= tang(ij; —p) 


(4) 


cot(tt — p') — 


dr 

rdp 


On pourrait, au reste, etablir directement la formule (4)- En effet, 

ORuvres de C. — S. II, t.V. ^4 
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comnie on a, en vertu des formules (i) et (2 ), 


on trouvera 

lj) COt(i— /3) 


cosp sin/> cos'Jj _ sinJ' 

X >■ ’ dx c?v ’ 

cosf’Jj ~ p) _ cos^ cos' i; -I- sin/> SLinl' x dx y dy 

sint'i — p) cosp sini}' — sin/? cosii x dy — /• dx 



(7) r dr' = X dx y dy, r^dp=.xdy — y dx. 

II en resulte que le dernier membre de la formule ( 5 ) pent etre 
reduit a 

rdr dr 

r- dp r dp' 

ct cette formule elie-meme, a I’equation (4). 

On poarrait encore parvenir tres aisement a la formule ( 4 ) en 
s’appuyant sur les principes etablis dans la neuvieme Legon. En effet, 
on a vu dans la Legon precedente que I’^uation polaire d’une droite 
dont les coordonnees variables sont r et p, est de la forme 

(8) rsio(/? — <1^) Rsin(P — (J?) = const., 

et, pour que cette droite touche one courbe plane en un point donne, 
il faudra‘(wof/*Ia neuvieme Legon) que les valeurs des quantites 

dr 

relatives au point dont il s’agit restent les memes dans le passage de 
la droite a la courbe. Or, en differentiant I’equation (8), on obtient 
la suivante 


(9) 


sin ip — qi) i/r cosfjo — i{/)r dp = o 
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qui coincide avec la formule (4)- Done cette formule devra etre veri- 
tiee, pour le point de contact, par les valeurs de r et ^ tirees de 
Tequation de la courbe. 

Dans le cas oil Ton prend p pour yariable independante et oil Ton 
designe par 


les derivees successives de r relatives a p, savoir 

dr dr-r cPr 
dp" dp^-" dp'^" 

Tequation (4) devient simplement 

r' 

(lo) COt(ll; — jt?) rrr y. 


La formule (4) ou (lo) une fois obtenue, il est facile de trouver les 
equations polaires de la tangente et de la normale meneevS a une 
courbe plane par un point donne- Concevons, par exemple, que, p, 
r designant toujours les coordonnees du point de contact, P, R de- 
viennent les cooTdonnees variables de la tangente. L’equation polaire 
de cette droite sera 


(lO 


R sin(P — t]/) =r /• sin(/> — fi]. 


pourvu que Ton determine Tangle ^ par la formule (4) ou (lo }. Or, 
en raisonnant comme on Ta fait pour etablir Tequation (lo) de la 
onzieme LeQon, on reconnaitra que la formule (i i) peut s’ecrire ainsi 
qu’il suit : 


(I2) 


R cos(P — p) — r 
R sin (P — 


cot(4^ — /?)- 


Done, en remettant pour cot(^ “ p) sa valeur, on trouvera definiti- 
vement 

. R cos(P —p) — r dr ^ 

Rsiij(P— /?) rdp r 

Telle est [’equation polaire de la tangente. Pour obtenir celle de la 
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normale, il sufiira evidemment cle remplacer dans la formule (12; 
Tangle par Tangle d* =1= On aura done, en designant par P, R les 
coordonnees variables de la normale 


04) 


R cosfP — p) — r 
R sin(P — yoj 


=: — tang(d —P) 


r dp __ 

dr r' 


Soit maintenant Tangle u compris entre la courbe que Ton con- 
sidere et le cercle decrit de Torigine comnie centre avec le rayon /% 
e’est-a-dire Tangle aigu forme par la tangente a la courbe avec la 
perpendiculaire a ce rayon. ^ — o sera Tangle aigu compris entre le 
meme rayon et la tangente, et, par consequent, la plus petite des va- 
leurs numeriques de On aura done 


et, par suite, 

(lo) 


tang'j =r cot 



i=:l!ZCOt(4^— /?), 


tang'j = 



dl{r) 
dp ^ 


Oil 


(16) 


tango — • 


De plus, comme la quantite tango sera essentiellement positive, et 


que, pour de tres petites valeurs numeriques de A/?, le rapport 


Ar 

Ay. 


se 


trouvera toujours affecte du fneme signe que sa limite ^ = on 

devra evidemment, dans les seconds membres des equations (i5) 
et (16), preferer le signe -h, si, a partir du point (/?,, r), le rayon r 
croit avec Tangle /?, et le signe — dans le cas contraire. 

Observons encore que de Tequation (16) on deduit immediatement 
les deux suivantes 


(17) 


COSO = ± 


s/r 


sinu ~zh 


-I- 


Concevons a present que Ton designe par $ I’arc de la courbe 
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(loniiee, compte a partir d’un point fixe pris sur cette courbe, etpar p 
le rayon de courbure. On aura (cinquieme et sixieme Lemons; 


(i8) ds^- — dx'-^dy\ 

I ^dxd^y — dvd-x 

P {dx^'-^df-)^ 

En substituant dans ces dernieres formules les valeurs de x, y tirees 
des equations (i), on trouve, apres les reductions effectuees, 

(20) ds-— dr--\- 

T , r { dr d- p — dp d^ r') % dr- -h r- dp - 'i dp 

(2t) -==e: ^ ^ 1 

P (dr°--i-r"-dp^-f 


puis on en conclut, en prenantp pour variable independante, 


(22) 

( 23 ) 


ds^- 

dr- 

I 

P 


: r- + 


7^2 — rr^H- 2r- 

(7,2^ 7.. )f 


II est essentiel d’observer qu’on abrege les calculs et qu’on n'a plus 
besoin d’effectueraucune reduction, quand, au lieu des equations fi u 
on emploie les suivantes 

( 24 ) yV — ^ ~ rePy~^, oc — y \ — 1 — re~P^~'^, 

Ainsi, par exemple, en prenant p pour variable independante, on 
tirera des equations (24) 

( dx + dy \J— I = (H 4 - r v/— I dp, 

(20) j ^ _ 

( dx — dy \ — i z=z(^d — r\j — i)e-P^~^ dp, 

/ d^x d^y \/^i = (r" — r -h 2 \/ — i ) dp"^, 

^ 26 ) 

( d^x — d^ysj — i = (r'— r — 2r'y'— 

Or, si I’on multiplie Tune par I’autre : i® les equations (20); 2° la 
seconde des equations (- 25 ) et la premiere des equations (26), on 
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trouvera immediatement 

( 27 ) dx~ -1- dy- = ( r- r'- ) dp-^ 

et Ton reconnaitra que la difference dx d-y — dyd^x est egale au 
coeflicient de v — i dans le produit 

( /*' — /• V' — I ) ( r" — /■ - 4 - 2 r' V — I ) 

eiT sorte qu’elle a pour valeur 

28 ) dx d^y — dy d'X=: { 7 . — rr'^ r- ) dp ^ . 

Si Ton cessait de prendre/? pour variable independante, on trouverait 

(, 29 ) dx- -i- dr- — dr- dp’^, 

( 3 0) dx d-y — dy d-x := r{dr d-p — dp d-r) -h (2 dr- 4- r^ dp-) dp. 

En ayant egard aux formules (27)6! (28) ou (29) et( 3 o), on deduira 
evidemment les equations (22) et ( 23 ) ou (20) et (21) des formules 
(i8)et (19). 

Soient maintenant '/] les coordonnees rectangulaires du centre de 
courbure correspondant au point y) et P, R les coordonnees po- 
laires du meme centre, liees aux premieres par les formules 

( 3 1) . £=:RcosP, rj“RsinP; 

on aura (^voir la septieme Logon) 

, 2 . V] — y '^~x dx- 4 - dy- 

dx — dy dx d^y — dy d- x ’ 

et Ton en conclura 

yir\ — r) __ x{r\ —y) ~-y(^~x) __ dx"--+-dy^ 

y dx — X dy x dx y dy ~~ dx d'-y — dy d'- ad ' 

ou, ce qui revient au meme,' 

(33) x'cyr- yn — {x'*--\-y^) _ xrj-^y^ _ dx^-i-dy^ 

y dx — X dy x dx 4 - y dy dx d-y — dy d^x^ 

puis, en substituant les coordonnees polaires aux coordonnees rec- 
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tangulaires a I’aide des formules (r), (j), (29), (3o) et ('3i), on 
trouvera 

( Rcos(P— p) — 7- _ Rsin(P— jp) 

( 34 ) ) —rdp dr 

I dr^-hr^dp’- 

f r(dr d‘p — dp d^r) (2 dr'- -i- r- dp- ) dp 

Si 1 on prenait p pour variable independante, on aurait simplement 


R R 

I — -cos(P— yj) = psin(P— 77): 


-f- r - 

2 r'- — rr’^ r- ’ 


On tire de cette derniere formule 


R sin ( P — p) — r' 


2 r'- — rr^' -h 


R cos (P — p) z=zr{i — 




2 r'^ — rr” -h ) ’ ‘ir‘- — -i- /*- ^ 


et par suite 


tang(P-/?)=: - 

( 37 ) < 

2 — H- ? + '** ( )- 

Ajoutons que la formule ( 35 ) peut s’ecrire comme il suit 


I — 5cos(P— /?}=psin(P— ./?) 


\r--r-r- 


et entraine, par consequent, les deux equations 


R sin(P — /?) 


= p = ^ p sin 'j , 


I R cos (P — />) — r = q: -— = p = q; p cos'j. 

1 V r' -t- 

II serait facile de parvenir aux formules (21) et( 34 ). cn partant 
des principes etablis dans la neuvieme Legon. En eflfet, le cercle 
decrit du point (P, R) comme centre, avec le rayon p, a pour equa- 
tion polaire {voir la Legon precedente) 


7 "® — 2Rrcos(P — p') H- R® = p®. 
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Or admettons que le meme cerele devienne osculateur d’une courbe 
donnee en un certain point pris sur cette courbe, c’est-a-dire qu’il 
acquiere en ce point avec la courbe un contact du second ordre ou 
d’un ordre plus eleve. Non seulement les coordonnees p, r, mais 
encore les differentielles dp, d^p, dr, d-r devront conserverles memes 
valeurs relatives au point de contact dans le passage du cercle a la 
courbe. En d’autres teruics, les valeurs de 

p, dp, d^-p; dr, d'r, 

tirees des equations de la courbe, devront satisfaire a I’equation finie 
du cercle et a ses equations differentielles du premier et du second 
ordre. D’ailleurs, ces trois dernieres equations pouvant s’ecrire 
comme il suit 

/ [R sin(/) — P)]- + [ R cos{/) — P) — r]-= p*, 

I Rrsin (jo — P)dp — [R cost p — V) — r]dr = o, 

(40 

( R sin(p — P)(rd-p -i- 2 dp dr) 

— [Rcos(/) — P) — r'\(drr — rdp')—— {dr-+ r-dp-), 

« 

on en tirera immediatement la formule 

Rcostp — P) — /■ _ Rsinfp — P) 
r dp ~ dr 

^ |[Rsin(/> — P)]-+[Rcos(/) — P) — ^ p 

\\dr"-^r^-dp-j ~ \\dr* -t r"- dp^) 

_ Rsin(/>— P)f rd^p + 2dp dr) — [R cos(/) — P) — — /• dp-) 

~ r[drd^p — dpd-r) + (2 dr- r^ dp^) dp 

_ + r- dp^ 

~ r [dr d^p — dp dh') + ( 2 rfr* + dp- )dp’ ' 

qui comprend a elle seule I’equation ( 21 ) et la formule (34). 

II ne sera pas inutile d’observer qu’on pourrait etablir directement 
etpar des considerations purement geometriques la plupart des for- 
mules qui precMent. C’est ce que nous allons faire voir en peu de 
mots. 

Considerons sur une courbe plane deux points tres voisins dont les 
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coordonnees polaires soient respectivemcnt p, r, et p 4- A/?, r-\- \r. 
Designons a I’ordinaire par s Fare de la courbe renforme entre un 
point fixe et le point (/>, r), et par u Tangle aigu que forment, en so 
coupant, la courbe et le cercle decrit de Torigine comme centre aver 
le rayon ?\ Les arcs compris, sur la courbe et le cercle dont il s’agit, 
entre les rayons vecteurs r ei r-^ Ar, seront evidemment representes 
par les valeurs numeriques des deux expressions 

A.9, /• A/? ; 

et, si Ton nomme co Tangle aigu que les cordes de ces arcs forment 
entre elles, co aura precisement pour limite la quantite u. Ajouton> 
que les deux cordes et la longueur dz Ar composeront un triangle 
rectangle dans lequol le cote zb Ar sera oppose a Tangle w. Dans le 
meme triangle, lorsque Tare =b A^ deviendra infiniment petit* Tangle 
oppose a la corde de cet arc differera tres pen d’un angle droit, et 
pourra etre represente en consequence par 


r 

2 


Its, 


zb £ designant une quantite infiniment petite. Par suite, le troisieme 
angle oppose a la corde de Tare zb rA/? sera 

7T 

~ W H- £» 

2 


et, en comparant deux a deux les sinus des angles aux cotes qui leui* 
sont opposes, on etablira les equations 



desquelles on tirera, en ecrivant cos(a)zb e) au lieu de — co 

et passant aux limites 


zb 


r dp 
ds 


COS "J. 



m ±-£=smv, 

OEu\fres de C , — S II, 1. V. 


25 
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Si Ton divise les formules (4^) Tune par I’autre, on retrouvera 
[’equation (lo). Si an contraire on les ajoute, apres avoir eleve an 
carre les deux membres de cliacune d’elles, on obtiendra la formule 

dr'-^r^dp^ 

ds^ 


qui coincide avec [’equation ( 20 ). 

Considerons maintenant le triangle qui a pour sommets [’origine 
des coordonnees, le point (p,r) de la courbe plane et le centre de 
courbure correspondant a ce point. Si Ton design e par p le rayon de 
courbure et par (P, R) les coordonnees du centre de courbure, les 
trois cotes du triangle seront respectivement r, R et p. De plus, il est 
clair que, dans le nieme triangle. Tangle aigu ou obtus compris entre 
le rayon vecteur r et le rayon de courbure p, perpendiculaire a la 
tangente, sera equivalent a Tangle u compris entre la tangente et la 
perpendiculaire au rayon vecteur, ou au supplement de Tangle u. 
Enfin, si Ton nomme 0 Tangle renferme entre les rayons vecteurs /• 
et R, on aura evidemment [voir [’equation (3g) de la Lecon prece- 
dente] 

(43) ±o = p — P±2«7r, 

n designant un nombre entier qui pourra se reduire a zero. Quant au 
troisieme angle, il aura pour supplement la somme des deux autres, 
savoir, 

0 -1- *J OU 0 TT — 'J. 


Cela pose, si Ton compare les sinus des trois angles aux trois cotes, 
on trouvera 


(44) 

et Ton en conclura 


sin-j sin5 sin('j ± 0 ) 

■ R p r 


(45) 


( R sino = p sin-j, 

I R COs5 — rmqrpcosv. 


Si dans ces dernieres formules on remplace Tangle 0 par sa valeur 
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tiree de I equation (43), on obtiendra de nouveau les forniules ( 

11 nous reste a montrer quelques applications des forniules gene- 
rales que nous avons etablies. 

Si nous considerons la spirale d’Archimede representee par I’equa- 
tion 

( 46 ) r— 
on trouvera 

(47) r'—a, /■''=o, 

et par suite, cn supposant la constante a positive. 


( 48 ) 

(49) 


tangu = col('L — p) — —i 


2 -i-p^ i _ 
('-+-p^)^ 




P'J 


Ell meme temps les formules (S^) donneront 

( tang(P-p)=p-hl, 

< ^ 

/ _ sf, f f ^ yi 

' (2+p^-y 

Cela pose, on aura, pour une valeur nulle de Tangle p. 


(5o) 


( 5 i) tang-j = col(iJ>) = tangP = -, 


P = R=-, 
2 


et, pour une valeur infinie de p, 

( 52 ) tang-j = o, u = o, tang(P — jo) = d, R = rt. 


On conclut aisement de ces diverses formules : 1 ® que la spirale d’Ar- 
chimede touche, a Torigine des coordonnees, le demi-axe polaire; 

2 ® que, pour des valeurs croissantes de p. Tangle u et la courbure - 

P 

deeroissent indefiniment dans cette meme spirale, tandis que la 
valeur de R croit sans cesse, mais de maniere a demeurer comprise 
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ontre les limites ^ = R = a; 3° quo, pour dcs valours tros consi- 
derables de p, le rayon R mene de I’originc au centre de courbure 
devient sensiblemcnt egal a la longueur a et sensiblement perpendi- 
culaire au rayon vccteur r. Ajoutons que, si, dans la premiere des 
formules (jo), on substitue la valeur reelle et positive de p tiree do 
la seconde. ou, cc qui revient au meine, de la formule 



on trouvera pour I’equation polaire de la developpee 



Cette developpee est evidemment une nouvelle spirale qui offre un 
point d’arret correspondantaux coordonnees R = ^ ~ 2 ’ 

normale en ce point au cercle deceit de I’origine comnie centre avec 
le rayon et qui, en s’eloignant de ce memo cercle, fait une infinite 
de revolutions autour de I’origine, de mani^re a s’approcher de plus 
en plus de la circonference d’un second cercle concentrique au pre- 
mier et decrit avec un rayon deux fois plus grand. Comme la noTivelle 
spirale etla circonference qui s’en approche indefiniment ne se ren- 
contreront jamais, on peut dire que ces deux courbes sont asymptotes 
Tune de I’autre. 

Si a la spirale d’Archimede on substituait celle qui a pour equation 
(34) 

on trouverait 

(5a)- r' = nap’^-^=—, r^z=n(n~i)ap'‘--= — — ^ , 

P ' / r pi 
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et par suite 


(56) 

tan^'J COt(’J^ — p) m ~ 5 

p 

( 57 ) 

I n { n \ ) p- I 

(58) 

j tang(P—p) 

) Rs ,,, 

f 

[/i (/i 4- I) -i-p-]- 


Si, dans les foi’mules qui precedent, on suppose la constante n posi- 
tive, on trouvera encore, pour une valeur nulle de p, 

(59) tangy = 0014*= 
et pour une valeur infinie de p, 

(60) tangy = o, vTizo, tang{P — /?) = i* 

On en conclura que la courbe touche a I’origine le demi-axe polairc 
et devient, pour de grandes valeurs de p, sensiblemenf porpendicu- 
laire au rayon vecteur r. Dans la meme hypothese, les valeurs de 0 et 
de R, correspondantes a des valeurs nulles ou infinies de Tangle p. 
seront, comme cet angle, nulles ou infinies, a moins que Ton ne sup- 
pose n = i, c’est-a-dire a moins que la courbe (54) ne se reduise a 
la spirale d’Archimede. Ajoutons que, pour obtenir la developpee, il 
suffira d’eliminer p cntre les equations (58). 

Si Ton considere la spirale hyperbolique representee par Tequation 

(61) rp — a, 


on trouvera 
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et par suite, en supposant la constante a positive. 


(63) 

(64) 


(65) 


tangj 


— — cot ( — /? ) = 


I 

y 


I 

p 




I 

~~ 5 

a 


I tang(P— /))=/> 4 - 


1 

P' 



Cela pose, on aura, pour une valeur nulle de p. 


I 77 I 

( 66 ) tang'j=— 0014 * = tang P = -j ''^ — 1 ^'’ 
et pour une valeur infinie de />, 

( 67 ) tangu = o, •j = o, tang(P — /?) = ^, p = R = o. 


On conclut aiseraent de ces diverses formules : 1 ° que Tangle u est sen- 
siblement droit et la courbure sensiblement nulle pour de tres petites 
valeurs de p, c’est-a-dire dans la partie de la spirale hyperbolique qui 
est tres eloignee de Torigine et se confond a tres peu prbs avec 
Tasymptote de cette courbe; 2 ° que, pour des valeurs croissantes de 
Tangle p, Tangle u diminue sans cesse depuis u = ^ jusqu’a u = o, 
et qu’on pent en dire autant du rayon de courbure p et du rayon vec- 
teur R, dont les valeurs, d’abord tres grandes, finissent par s’eva- 
nouir. Ajoutons qu’il suffira d’eliminer p entre les formules (65) 
pour obtenir Tequation de la developpee, qui sera une nouvelle 
spirale, et qui aura, comme la spirale hyperbolique, la propriete 
remarquable de s’approcher indefiniment de Torigine, sans pouvoir 
jamais Tatteindre. 

Considerons enfin la spirale logarithmique representee par Tequa- 
tion 


( 68 ) 


p 
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On trouvera 

(69) 

et par suite 

(70) 

(71) p 






tang-j = cot — P) = 


I 



■ = rsec-j. 


La formule ( 70 ) suffit pour faire voir que la tangente et la normale 
a la courbe forment constamment les memes angles avec le rayon vec- 
teurr. On deduit iinmediatement de cette remarque les constructions 
geometriques precedemment indiquees (page 53) comme propres a 
fournir toutes les droites tangentes et normales menees a la courbe 
par un point donne. De plus, on tire des formules (36) 


(72) 


R sin (P — jd) = ;•'= 
Rcos(P— /j) = o, 


et Ton en conclut 


(78) cos(P— /?) = o, sin(P— />) = !, 


(74) 



La plus petite valeur positive de P qui puisse verifier les equa- 
tions ( 73 ) etant 

( 75 ) P=j) + !^, 


on pent affirmer que les rayons vecteurs r et R de la courbe et de sa 
developpee se coupent a angles droits, ou, en d’autres termes, que r 
et R sont les deux cotes d’un triangle rectangle qui a pour hypote- 
nuse le rayon de courbure. Enfin, si Ton elimine r etp entre les for- 
mules (68), (7.4) et (y5), on trouvera pour I’equation polaire de la 
developpee 



a 


(76) 
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En remplaoant, dans cettc derniere formule, R par /■, et P par 
-i- ^ +«/(«), on serait evidcmment ramene a I’equation (68). J1 
on resulto : i" quo la spirale logariUimique ct sa developpee sont 
deux courbcs do meme forme et de memos dimensions; 2 " que, pour 
obtenir la developpee, il suffit de faire tourner la developpante autour 
de I’origine, de maniere que clxacun de ses points decrive, avec un 

mouvement de rotation direct, un angle egal a ~ -ha 1(a). 
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TREIZIEME LECON, 


I)E Lk TAXGENTE ET DES PLANS TANGENTS, DES NORMALES ET DU PLAN NORMAL 
A UNE COURBE QUELGONQUE EN UN POINT DONNfi. ASYMPTOTES ET POINTS SIN- 
GULIERS DES GOURDES I RAGfiES DANS L’ESPACE. 


Considerons une courbe quelconque, representee par deux equa- 
tions entre trois coordonnees rectangulaires x, y, Designons par 
Ax, Ay, A:; les accroissements simultanes que prennent x, y, z dans 
le passage d’un point a un autre, et par a, b, c les angles que forme 
avec les demi-axes des coordonnees positives la corde ou secante 
menee du point point -f- A^, jK -h Ay, c. - 4 - A:;). Les 

equations (4) et (6) des Preliminaires, donneront 


(0 


cos^ = 


Aj7 


cosi^ 1= 


V''Ax*-+- A-’- 

Aj 


cosc = 


Ay^-h A:;- 
A:; 

v/A^2-f-Ay--KAG^’ 


cosa cosZ? cosc 

Ax Ar A^ 

Si, d’ailleurs, on represente par^, vj, les coordonnees d’un point 


quelconque de la corde dont il s’agit, on aura encore 

(3) 

1 — ^_-n—y,_K — = 

COS a cos 6 cosc 

et, par suite, 


(4) 

^ — X ri—j ^ — 

Ax Ay Az 


OEiivres de C. — S. 11, t. V. 
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On pourrait, au reste, etablir dircctemcnt cctte derniere equation eu 
projetant successivement sur Ics trois axes des x,y, - les deux lon- 
gueurs comprises, d'unc part, entre le point (x, r, et le point 
■/], » ), de I’autre, entre les points 

1 X, j)', z) et (.r -f- AvC, y Ar, ;; -i- A; ). 

En effet, il serait facile de reconnaitre : i" que chacune des fractions 
comprises dans la formule (4) est equivalente', au signe pres, au 
rapport entre les projections des deux longueurs sur un meme axe, 
et, par consequent, au rapport des longueurs elles-memes; 2 ° quo ces 
trois fractions sont des quantites de meme signe, savoir, des quantites 
positives, lorsque les points 

i c, 0, s ) et ( JT -i” Ajr, ^ A^v , z — r- A-., ) 


sont situes du meme cote par rapport au point (jt, r, et des 
quantites negatives dans le cas contraire. La formule (4) ainsi etablie 
s’etend evidemment au cas meme oii Ton designerait par cc, y, z des 
coordonnees rectilignes obliques. 

Concevons a present que le point (.r -h Acc, y -i- Aj, z -y Iz) vienne 
a se rapprocher'indetiniment du point (x,y,zj. La secante qui joint 
les deux points tendra de plus en plus a se confondre avec une cer- 
taine droite que Ton nomme tangente a la courbe donnee, et qui 
louche la courbe au point (-r, jg, -). Pourobtenir les angles a, p, y que 
forme cette tangente prolongee dans un certain sens avec les demi- 
axes des coordonnees positives, il suftira de chercher les limites vers 


lesquelles convergent les angles a, b, c, tandis que les differences Ao', 
Aj, Az deviennent infiniment petites. Cela pose, si Ton a egard au 
principe etabli a la page 3o du Calcul differentiel, on tirera des equa- 


tions (i) et ( 2 ) 

( 5 ) 
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j g ) COS3C cosjj cosy 

dv ~ d: 

Si, cle plus, on nommc rj, les coordonnees d’un point (juolconqiio, 
non plus d une secante, mais de la tan^eafe a la courbo, la tbr- 
mule (i 8 ) des Preliminairos donnera 


cosa cos^ cosy’ 

et Ton cn conclura 


dx dy dz 

Les formules (5), ( 6 ). ( 8 ) subsistent, quelle quo soit la variable 
independante. La derniere peut cHre immedialement deduife de I’e- 
quation (4); Pt, par consequent, la formule ( 8 ) s’etend au cas memo 
oil 1 on designe par x, v, z des coordonnees rectilignes, mais 
obliques. 

On dit qu un plan est tangent a une courbe en un point donne. 
quand il passe par la tangente en ce meme point. D’apres cetfe defi- 
nition, il est clair que par un point donne sur une courbe quelconquo 
on peut mener a cette courbe une infinite de plans tangents. 

On dit qu’une droite est normale a une courbe, en un point donne, 
lorsqu’elle est perpendiculaire a la tangente en ce point. Cela pose, 
on pourra evidemment mener a une courbe par chaque point une in- 
finite de normales qui seront toutes comprises dans un memo plan. 
Ce plan unique est ce qu’on nomme le plan normal. Si Ton appelle 
toujours a, y les angles formes par la tangente a la courbe que Ton 
considere avec les demi-axes des coordonnees positives, et si de plus 
on designe par £, vj, Z, les coordonnees d’un point quelconque du 
plan normal, I’equation de ce plan [voir la formule ( 66 ) des Prelimi- 
naires] sera 

(9) ii — ^) COS« -1- (t) — 7) cosp -h (? — 5 ) cosy o, 
ou, si Ton a egard a la formule ( 6 ), 

(10) — x) dx + {ft — y) dy -y- {ti — s)dz — o. 
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Cette derniere fortnule subsiste, quelle que soit la variable indepen- 
dante. 

Soient maintenant 


(Ii) r — 0 

les deux equations de la courbe donnee, c’est-a-dire les equations 
de deux surfaces qui la renferment, en. sorte que u et e designent 
deux fonctions des trois variables a?, j, On tirera des formules (r i) 


(12) 


du , du 

dx dy ^ 


dll 


dz = 0 , 


dx 


dx -h 


— ■ 
dv “ 


dz 


dz 


0, 


puis, en ayant egard a la formule (6), 


(i3) 


da du ^ dll 

^cosa 4 - -r-cosp 4- -r-cosv =z 0 , 
dx dy ^ d:z * 


di’ dv a 

— cosa 4 - ^cosp 
dx dr 


dv 

— cosy =: 0. 
dz ^ 


Ces dernieres, jointes a Tequation 

( 1 4 ) cos- a 4 - cos^ p 4 - cos^ y = i , 

sufFiront pour determiner, aux signes pres, les valeurs de cosa, cos.^, 
cosy. On en conclura effectivement 

cos a __ ' cos (3 _ cosy 

dll dv du dv da dv du dv ~~ da dv da dv 

dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 

-^± ? 

L\dy dz dz dy) \dz dx dx dz) dy d/ _ 

Cela pose, les formules (7) et (9), c’est-a-dire les equations de la 
tangente et du plan normal, deviendront 

^ da dv da dv du dv du dv du dv da dv^ 
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et 

(’7) 


K du dv dit dv\ 
^ dy dz Tz dy) 


x) 


-I- 


/du di’ 

du dv\ 

1 , 5 ^ dx 

dx dz J 

/ da d^ 

du di'^ 

\dx dy 

dy dx ) 




C-i) 


Ajoutons que la formule (iG) peut etre remplacee par les deux equa- 
tions 


(i8) 


(i: 

I 


.dll , ^ dll 


dll 
, di' 

= >5^ = °’ 


que Ton deduit immediatement des equations (12) combinees avec la 
formule (8). Les equations (18), toutes deux lineaires par rapport 
aux variables v], representent deux plans qui se coupent suivant 
la tangente, et qui correspondent aux deux surfaces clont I’intersec- 
tion produit la courbe donnee. De plus, il resulte evidemment des 
fofmules (12) et (18) comparees entre elles que, pour obtenir les 
equations de la tangente a une courbe quelconque, il suffit de remplacer, 
dans les equations differentielles de la courbe, les differentielles dx, 
dy, dz par les differences finies ^ — x, iq — y, C — -• 

Lorsque u est une fonction des seules variables x, r, la premiere 
des formules (ii) represcnte la projection de la courbe sur le plan 
des X, Y. Dans le meme cas, la premiere des equations ((8), reduite 
a la forme 

, , ... .dll , .dll 

(> 9 ) 

represente a la fois la tangente de la projection et la projection de la 
tangente. La remarque que nous venons de faire etant independante 
de la position du plan des x, y, il est permis de conclure que la pro- 
jection de la tangente a une courbe quelconque sur un plan donne se con- 
fond toujours avec la tangente de la courbe projetee sur le mime plan. 
On pourrait encore etablir ce principe par la seule Geometrie. En 
effet, soit P un point choisi a volonte sur une courbe quelconque, 
et Q un second point trfes voisin du premier. Supposons de plus 
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quo, la courbe etant projetee sur un plan donne, on designe par p 
la projection du point P, et par q la projection du point Q. Enfin, 
concevons que le point Q vienne a se rapprocher indefiniment du 
point P, ce qui no peut avoir lieu sans que le point q se rapproche 
lui-meme indefiniment du point/i. La secante PQ de la courbe consi- 
deree dans I’espace aura evidemment pour projection la secante joy 
de la courbe projetee; etcomme cette proposition sera vraie, quolquo 
petite que soit la distance des points P et Q, on peut affirmer qu’elle 
subsistera encore a la limite, c’est-a-dire lorsque les secantes PQ,pq 
se transformeront dans les tangentes menees a la courbe proposeepar 
le point P, ot a la courbe projetee par le point p. 

Nous aliens maintenant montrer quelques applications des for- 
inules qui precedent. 

Bxemple I. — Considerons Tellipse produite par I’intersection du 
cylindre a base circulaire qui a pour equation 

(30) R^ 

et du plan 

{21 1 Aj; = 

Les ^nations differentielles de cette ellipse etant respectivement 

(22) _ X dx -r ydy z-: o, A dx B dy -i- C ch ^ o, 

les angles a, p, y, formes par la tangente avec les demi-axes des 
coordonnees positives, verifieront les deux formules 

( 28 ) a; cos« -h vcosj3 = o, Acosa -h B cos(3 -{- C cosy = 0 . 

On aura, en consequence, 

cosa cos(3 cosy i 

i(B— 


( 24 ) 


I 


— X 



-207 


CALCUL DIFFERENTIEL. 

De plus, on trouvera pour los equations de la tangente 

~ + yi’i'i — y j = o, A ( ' — O') -f- B f n — .t ) -!- C ( ^ ^ = o, 

ou, ce qui revient au memo, 

1 ) j:'£ - p- )'■/] = R^, A^-f-Bv] -i-C? = D, 

et I’equation du plan normal deviendra 

I 26) C( — -/j j) -i- [Bx — Aj'}( X — = o. 

Les equations (20) representent, comme on devait s'v attendre, la 
tangente au cercle qui sert de base au cylindfe dans le plan des j:, V, 
et le plan meme de la courbe que Ton considero. 

Example II. — Considerons la courbe produite par rintersection 
du cone droit a base circulaire, qui a pour equation 

(27) 

et du plan 

( 28 ) A J3 + Bj + C 5 = D. 

On trouvera pour les equations de la tangente 

(29) xl+yn — a^z^. A- + Bvi -4- Cs = D, 
et pour I’equation du plan normal 

( 3 0) G(' r — -nx) -h (B^ — -<- ( Ba;- — Ajj f ^ — a-- 1 = o. 

Les equations (29) representefit, comme on devait s’y attendre, deux 
plans dont I’un passe par I’origine et par une generatrice du cone, 
tandis que Tautre se confond avec le plan de la courbe. II sulfit de 
construire ces deux plans pour tracer la tangente a la courbe pro- 
posee, qui pent etre une section conique quelconque. 

Example III. — Considerons la courbe produite par I’intersection 
de la sphere 


( 3 i) 
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et du cvUndre droit 

(32) ou - Rx 4 - x:- = 0, 

dont la base est un eercle qui a pour diam^re le rayon de la sphere. 
Cette courbe aura evidemment pour projections, sur le plan des ^,y, 
la parabole 

(33) j’-=R(R-2;); 

sur le plan des 3, x, le cercle qui sert de base au cyltndre, et sur le 
plan des y, 3, la lemniscate representee par I’equation 

(34) * R-^3^=rj2(R=-j=). 

Done la tangente a la courbe proposee aura pour projections sur les 
plans coordonnes les tangentes a la parabole au cercle et a la lenmis- 
cate, e’est-a-dire les trois droites representees par les equations 


(35) . (xr-|R)S4-3?=:iR2', 

{ lUxr; — (R-— 2 j-)t-/] =7^ 

Quant a I’equation du plan normal, elle peut etre presentee sous 
la forme 


(36) 


i _ C ^ R, /n _ ? 

a; j 2 0 ? \f z 


A I’inspection de cette derniere, on reconnait immediatement que 
le plan normal renferme le rayon vecteur mene de I’origine au 
point (x, y). 

Exeinple IV. — On nomme hSlice une courbe trac6e sur la surface 
d’un cylindre droit a base circulaire, de manierc que la tangente a la 
courbe forme toujours le meme angle avec la generatrice du cylindre. 
Supposons, pour fixer les idees, que I’axe du cylindre, qu’on peut 
aussi appeler Vaxe de Vhelice, se confonde avec I’axe des 3, et que la 
base du cylindre coincide avec le cercle represente par I’equation 


( 37 ) 
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Considerons, dans ce meme cercle, un rayon mobile qui, d’abord ap- 
plique sur le demi-axe des x positives, tourne autour de Torigine avec 
un mouvement de rotation direct ou retrograde. Enfin, nommons p 
Tangle variable que ce rayon decrit, pris avec le signe -H, dans le 
cas oil le mouvement de rotation est direct, et avec le signe — dans 
le cas contraire. II suffira, pour construire une helice, de concevoir 
qu’a partir de Textremite du rayon mobile on porte sur la generatrice 
du cylindre, dans le sens des z positives lorsque p sera positif, et dans 
le sens des ^ negatives lorsque p deviendra negatif, une longueur 
proportionnelle a Tangle ±p, ou, ce qui revient au meme, a Tare 
± Rp compris entre les cotes de cet angle, et representee en conse- 
quence par un produit de la forme ± aR/) (a designant un nombre 
constant). En effet, soient x,y, z les coordonnees do la courbe de- 
crite par Textremite de cette longueur : on aura eviderament 

(38) j: = licosjD, ^ = Rsin;?, 5 = aR/?, 

et Ton en conclura 

(Sg) dx= — RsinjDC?/), dy = RcQSpdp, dz = aKdp. 

Cela pose, les formules (5) donneront 

,, , sinp „ cosp a 

( 40 ) eosa = , ■ » cosp=: -=^=, cos-/= • 

y/i-f-a-® yi-i-a- 

Or il resulte evidemment de la derniere des equations (4o) que 
Tangle y forme par la tangente a la courbe avec Taxe des z, et par 
suite avec la generatrice du cylindre, est un angle constant. 

Pour obtenir les equations de Thelice en coordonnees rectangu- 
laires, il suffirait d’eliminer p entre les formules (38). Si Ton 
commence par eliminer p entre les deux premieres, on retrouvera 
Tequation (Sy), qui est eflfectivement une des equations de la courbe. 
De plus, on tire des formules (38) 

^ = tang/7, p = arc tang 
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et, par suite, 

(41) J = arc tang (g)). 

Cette derniere equation represente la surface helicoide engendr 6 e par 
une droite qui reste toujours comprise dans un plan mobile perpen- 
cliculaire a I’axe des z, qui rencontre cet axe au meme point que le 
plan, et qui tourne autour du point de rencontre de maniere a decrire 
dans le plan mobile des angles proportionnels aux distances par- 
courues par le point dont il s’agit. Comme la meme surface coupe 
evidemment le cylindre suivant deux helices, dont les points corres- 
pondants se trouvent silues a egales distances de I’axe des z stir la 
droite generatricc de la surface, on pent affirmer que le systeme des 
equations ( 37 ) et ( 4 i) representera ces deux helices, dontl’uae se 
confond avec la courbe proposee. 

Si Ton eliminait la variable p entre la premiere et la troisieme des 
formules (38), ou bien entre la seconde et la troisi&me, alors, au lieu 
de I’equation (4i), I’on obtiendrait Tune des suivantes : 

(42) a? = Rcos— ^ 

Cl \x 

(43) ,y=:Rsin^ 

En reunissant I’une de celles-ci a la formule ( 37 ), on retrouverait 
encore un systeme de deux equations propre a representer deux 
helices, dont Tune se confondrait avec la proposee, et qui auraient 
toutes deux la meme projection sur le plan des s, x, ou sur le plan 
desy, s. 

Entin, si Ton reunissait la formule ( 42 ) a la formule ( 43 ), ou Tune 
de celles-ci a la formule ( 4 i). on obtiendrait un systeme de deux 
^uations propre a representer seulement la premiere helice a la- 
quelle appartiennent les equations (38). Ajoutons que, dans la re- 
cherche des proprietes de I’helice, on pent avec avantage remplacer 
les equations en coordonnees rectangulaires par le systeme des for- 


ou - = aRarc cos ( ( ^ ) ), 


ou 


: aR arc sin ( ( ^ ) )■ 
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mules (38). Nous avons cleja vu comment on deciuisait de ces der- 
nieres les valeurs de cosa, cos^, cosy- Si, maintenant, on les applique 
a la determination de la langente et du plan normal, on trouvera pour 
les equations de la tangente 


(44) 


^ — x _ -Yi —y _ ; — j 

— sin/> cos/> a ’ 


et pour I’equation du plan normal 


(45) ('0 — j) C0SJ9 — (i — a;) sin^J a(^ — - ) = o. 


On a fait voir dans la troisi'eme Legon comment on pouvait deter- 
miner les asymptotes des courbes planes : on determinerait avec la 
meme facilite les asymptotes d’une courbe tracee dans I’espace et re- 
presentee par deux equations entre les coordonnees rectangulaires jc. 
j, z, c’est-a-dire les droites dont cette courbe s’approcherait indetini- 
ment, sans pouvoir jamais les rencontrer. Supposons, pour fixer les 
idees, que Ton chercbe d’abord les asymptotes non paralleles au plan 
desy, 5 ; et soient 


(46) 


yz=ikx-\-l, z = 'K.x -hL 


les equations de Tune d’entre elles. On pourra, des equations de la 
courbe, tirer des valeurs de y et de z, en fonction de sc, qui se redui- 
ront sensiblement, pour de tres grandes valeurs numeriques de a-, 
aux valeurs de j et de .s fournies par les equations ( 46 )> et qui se 
presenteront sous les formes 

) y k X -H Z “i” z, z J^.x — H L -t- 1, 

i et I designant deux quantites variables qui s’evanouiront avec 
Or, si I’on fait converger ^ vers la limite zero, on tirera successive- 
ment des equations ( 47 ) 

(48) = lim^=K, 


(49) 


h — K^) =:L. 
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Done, pour determiner les constantes k, K, il suffira de poser dans les 
equations de la courbe 

(50) y = sx, s = Sir, 

puis de chercher la limite ou les limites vers lesquelles convergeront 
les variables s et S, tandis que la valeur numerique de x croitra 
indefiniment. De plus, apres avoir trouve les constantes k, K, on 
obtiendra les constantes /, L, en posant dans les equations de la 
courbe 

(51) y — 5 = K^-hT, 

et cherchant les limites desquelles f et T s’approcheront sans cesse 
•pour des valeurs numeriques croissantes de la variable x. A chaque 
systeme de valeurs finies des quantites k, K, I, L, correspondra une 
asymptote de la courbe proposee. 

En raisonnant de la meme maniere, mais echangeant entre elles les 
coordonnees x, y, s, on obtiendrait evidemment les asymptotes non 
paralleles au plan des s, x, ou au plan des x, y. 

On pourrait encore determiner les asymptotes d’une courbe tracee 
dans I’espace, en observant que leurs projections sur chacun des trois 
plans coordonnes sent, en general, des asymptotes de la courbe pro- 
jetee. Seulement, la projection de I’une des premieres asymptotes 
sur I’un des trois plans coordonnes se reduirait a un point, si cette 
asymptote etait perpendiculaire au plan. Alors le point en question 
deviendrait un point d’arret de la courbe projetee. 

Si Ton considere, en particulier, I’hyperbole que produit I’inter- 
section d’un plan et d’un hyperboloide representes par deux equations 
de la forme 

( 52 ) fx~\rgy-\-hz = Q 
et 

(53) Aa;-+ B/* 4 - Cs'-l- zDyz -i- aEaa; + nFxy = const., 

on prouvera sans peine, en recourant a I’une des methodes ci-dessus 
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indiquees, que cette hyperbole a pour asymptotes les droites repre- 
sentees par le systeme des deux formules 


( 54 ) 


c 


j -f- -h — o, 

I C-^- 5 - -h 2E5.3? 4 - 2F^^V = o. 


En terminant cette Legon, nous ferons remarquer que les points 
d’arret ou de rebroussement, les points saillants, les points multiples, 
et, en general, les points singuliers d’une courbe tracee dans Tespace. 
ont ordinairement pour projections sur chacun des plans coordonnes 
des points qui offrent les memes singularites, mais qui appartiennent 
a la courbe projetee. G’est pourquoi nous n’ajouterons rien a ce que 
nous avons dit dans la quatrieme Lecon sur les points singuliers des 
courbes. 
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QUATORZIEME LECON. 


DES PLANS TANGENTS ET DES NORMALES AL'X SERFAGES COURBES. 


Considerons une surface courbe representee par I’equation 

(i) u = o, 

dans iaquelle u designe une fonction des coordonnees rectangulaires 
sc, y, z. Si, par un point (^sc,y, z) donne sur cette surface, on en fait 
passer une seconde qui la coupe suivant une certaine courbe, la tan- 
gente menee en ce peint a la courbe dont il s’agit sera elle-meme la 
ligne d’intersection de deux plans representes par les formules (i8) 
de la Le?on precedente. Or Tun de ces plans savoir, celui dont les 
coordonnees variables v), ^ verifieront la formule 


( 2 ) 




da 

dy 



o. 


sera evidemment independant de la nature de la seconde surface, et, 
par consequent, aussi de la nature de la courbe d’intersection. Done, 
toutes les courbes tracees sur la premiere surface de manibre a passer 
par le point {dc,y,z') auront leurs tangentes en ce point comprises 
dans un seul plan. Co plan unique, dont I’equation coincide avec la 
formule ( 2 ), est ce qu’on appelle le plan tangent mene a la premiere 
surface par le point donne ('). 

Les raisonnements que Ton vient de faire subsisteraient toujours, 
et par suite I’equation du plan tangent conserverait encore la meme 


(0 La methode que nous venous de suivre pour trouver le plan tangent a une surface 
est celle que M. Ampere a esposfie dans ses Lemons I’ficole royale Polytechnique. 
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forme, si, dans la fonction u, les variables a;, y, representaient, non 
plus des coordonnees recfangulaires, mais des coordonnees obliques. 

Si, en faisant varier a la fois x, y et z, on difFerentie I’equation 
finie de la surface proposee, on obtiendra son equation differentielle 
du premier ordre, savoir 

du , du j du , 

( o ) -7 — dx H — r — dy -l — ^ dz — o. 

dx dy dz 

En comparant cette derniere a la formule ( 2 ), on reconnait que,jpof»' 
obtanir I’equation du plan tangent, il suffit de remplacer, dans [’equa- 
tion differentielle de la surface, les differentielles dx, dy, dz par les 
differences finies \ — x, v] — j', — z. 

Si, par le point (a;, y, z) de la surface donnee, on mene une droile 
perpendiculaire au plan tangent, cette droite sera ce qu’on appelie 
la normale correspondante au point dont il s’agit. Soient X, p,, v les 
angles formes par cette normale prolongee dans un certain sens avec 
les demi-axes des coordonnees positives. L’equation du plan tangent 
pourra 6tre presentee sous la forme 

(4) (^ — x) COsX + (t) — y) COSfJH- {$ — s) COSV = O 

(voir le quatrieme probleme des Preliminaires). Or, pour que les 
equations ( 2 ) et (4) s’accordent entre elles et fournissent les memes 
valeurs de ^ — 5 , quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuees 
aux variables 'i, y], il est necessaire et il suffit que les cosinus des 
angles \ p., v verifient les deux equations 

dll 

cos, a dy 

COSV dll 
dz 


(5) 


cosTi 

COSV 


du 

dx 

du 

d^ 


comprises Tune et I’autre dans la formule 


cos). cosp. COSV 

du du du 

dx dy dz 


[( 


dx) \dy) \dz) J 


( 6 ) 
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Si maintenant on fait, pour abreger, 



on tirera de la formule (6), en supposant le double signe reduit au 
signe 4 -, 

I dit I du I du 

f8) COSf.= g^-, 

et, en supposant le double signe reduit au signe — , 

^ 1 du I dll I du 

(9) cos;. = -g^, cosp— cosv=-^^. 

Ajoutons que, pour determiner les angles X, p., v, on devra em- 
ployer ou les equations (8) ou les equations (9), suivant que la 
normale aura ete prolongee dans un sens ou dans un autre a partir du 
point {x,y,z). 

La formule (6) une fois etablie, il devient facile de trouver les 
deux equations de la normale menee par le point {x,y, s). En effet, 
si Ton designe par v], C les coordonnees variables de cette droite, 
on aura, envertu de ce qui a ete dit dans les Preliminaires (p. 18), 

i — ixi-n—yZ — z 

( 10 ) - — ip = — = : 

cos>. cos/JL cosy 

puis, en remplagant les quantites 

COSX, COSfJt, cosv 

par les derivees partielles 

du du du 

JL' dj'’ 

qui leur sont respectivement proportionnelles, on obtiendra la for- 
mule 

dti^ du du ’ 

da: dy dz 

qui comprend les deux equations cbercbees. 
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L’angle aigu forme par le plan tangent an point {x,y,z) avcc le 
plan des x, y est ce qu’on nomme Yinclinaison du plan tangent, on 
Xinclinaison de la surface en ce point. Ce meme angle est evidemment 
egal a Tangle aigu forme par la normale avec Taxe des z. Done, si Ton 
designe par t Tinclinaison de la surface au point (x, y, z), la valeur 
de 'z sera Tune de celles que fournissent pour Tangle v les for- 
mules (8) et (9'). On aura, en consequence. 


(t3) 


R 

sec'7 = 3: -^} 
uu 

Tz 


le signe ± devant etre reduit au signe -4- quand la valeur de ^ sera 
positive, et au signe — dans le cas contraire. 

II est bon d’observer que les formules(2), (3), (6), (8), (9)et(ri) 
ne changeraient pas, si la surface donnee etait representee, non par 
Tequation (i), mais par la suivante. 


c designant une quantite constante. 

Lorsque, dans la formule (2), on regarde les coordonnees I, •/;, X 
comme constantes, et les coordonnees x, y, z comme variables, on 
obtient, non plus Tequation du plan tangent a la surface (i) ou (14). 
mais Tequation d’une autre surface qui est le lieu geometrique des 
points oil celles que Ton deduit de Tequation (i4). en attribuant 
successivement diverses valeurs a la constante c, sont touchees par 
des plans qui renferment le point (^, -q, Q. 

De meme, si, dans la formule (ii)» on regarde les coordonnees ar, 
y, z comme seules variables, on obtiendra, non plus les equations de 
la normale ala surface (i) ou (i4). mais les equations d’une courbe 
qui sera le lieu geometrique des points oil les surfaces dont nous ve- 
nous de parler sont rencontrees par des droites normales qui con- 
courent au point (^, y], X). 
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Si Ton veut que I’equation de la surface donnee se presente sous la 
forme 

(i5) z=f(x,y) 

oil 

— - = o. 


il sufflra de poser dans I’equation (i) 

(i6) — 

Coiicevons que, dans ce cas particulier, on fasse, pour abreger, 


(I-) 


df{j:,y) 

dx 




dy 


On aura evideniment 

, du da dll 



et I’equation differentielle de la surface deviendra 


ou 


p dx -I- q dy — dz — o 


( 1 9 ) dz— p dx -k-q dy, 

De plus, I’equation du plan tangent se trouvera reduite a 


( 20 ) K — ^—p{l — x) + q{f\—y), 

et Ton tirera de la formule (i i) 


ou, ce qui revient au meme, 

( 22 ) ^ — 5) = o et fi— y-^q{% — z)=zo. 

Alors aussi les equations (12) et (i 3 ) donneront 


(23) cost=- — . =? 

y/i -+-/>*•+- g-® 

(2.4) 


s6ct \/h- y*. 
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Enfin, si la surface courbe que Ton considere etait representee par 
une equation de la Forme 

(25) _L_ (,1 -I- (V -f- . . . C, 

u, r, iv, ... designant diverses fonctions des variables x, on 
devrait evidemment, dans les formules(2), (3), ('6 ), ('S), ( g) et ( 1 1), 
remplacer la fonction u par z/ -f- -f. . ot Ton trouverait ainsi 
pour Tequation du plan tangent 

' ^ da ^ dv div /du Ov dw ^ \ , idu dr , 

^ \dj? ' dx ^ dx ‘ \di' dv ' dr ‘ ' ' d: dz Oz 

[26) < 

J du du du dv dp dr div div dtr 

— -hr— 4-3 — -f.r— -i-r— 4 -a — -r.r^; rV— . 

dvT dr dz dx dr dz dx dr dz 

Concevons maintenant que, dans Tequation ( 20), u, r, w soient des 
fonctions entieres et homogenes, la premih’e du degre m, la seconde 

du degre m — i, la troisieme du degre m — 2, Cette equation 

representera ce qu’on appelle une surface du degre m. Alors on tirera 
de la formule (26) et du theoreme des fonctions homogenes 

( ( du dr d(r \y (du dv dvi’ \ (du dr dw 

/ — mu + {m — i)(' + (m — 4-. . 

puis, en ayant egard a I’^uation (io), 

I fdu dv dw \ [du dv dtv \ idu dv dw 

( 3 S) ’ ^ ^ ^ 

I — me — V — 2W — 

Lorsque, dans la formule (28), on regarde les coordonnees yi, C 
comme constantes et les coordonnees cc, y, z comme variables, on 
obtient, non plus I’equation d’un plan tangent a la surface (20), mais 
I’equation d’une seconde surface du degre m — i, qui renferme les 
points de contact de la premiere avec les plans tangents menes par 
le point (?,v),(^). Si la premi'ere surface est du second degre, la se- 
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conde se reduira simplement a. une surface du premier degre, c’est- 
a-dire a un plan. On peut done enoncer la proposition suivante : 

TuEonfeME. — Si par un point donni on mine des plans tangents a une 
surface du second degre, tons les points de contact seront situes surune 
courhe plane. 

Si Ton suppose e = o, w = o, ..., I’equation (a 5 ) se trouvera 
reduite a la formula (i4)» dans laquelle u designera une function 
entiere et homogene du degre m, et Tequation du plan tangent, ou 
laformule (38), deviendra 


(29) 


du du 


du ^ 

-gzK=mc. 


II peut arriver que le plan tangent mene a une surface par un point 
donne {x, y, z) ne la rencontre qu’au point dont il s’agit, ou qu’il la 
touche suivantune ou plu.sieurs lignes, ou qu’il la traverse. Dans les 
deux derniers cas, si Ton designe par 

(3o) /(x,7,5) = 0 

I’equation de la surface proposee, et par -q, les coordonnees va- 
riables d’une des lignes suivant lesquelles cette surface est touchee 
ou traversee par le plan tangent, les coordonnees ‘C, q, C seront evi- 
demment assujetties a verifier les deux equations 

/(^.u,?) =0, 

Lorsqu’on peut tracer sur la surface une ou plusieurs lignes droites 
qui passent par le point (x,y, z), chacune de ces lignes se confond 
necessairement avec sa tangente et se trouve par suite comprise dans 
le plan tangent. Alors I’elimination de ^ entre les formules ( 3 i) pro- 
duit une equation entre les variables q, a laquelle on satisfait en 
prenantpour q une fonction lineairede S’il en estainsi, non seu- 
lement pour un point determine de la surface que Ton considere. 
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mais encore pour tons les points de la meme surface, et par conse- 
quent pour toutes les valeurs de x, y, z qui verifient la formule (3o), 
cette surface sera du norabre de celles qui peuvent etre engendrees 
par le mouvement d’une droite, et que Ton nomme surfaces reglees. 
Parmi les surfaces de cette espece, on doit remarqucr les surfaces 
developpables qui sont touchees parchaque plan tangent suivant une 
generatrice. Entre les surfaces developpables, on distingue particulie- 
reuient les surfaces cylindriques, engendrees par le mouvement d'une 
droite qui reste toujours parallele a elle-meme, et les surfaces co- 
niques, dont la generatrice passe toujours par le meme point. Les 
surfaces reglees, qui ne sont point developpables, s’appellent sur- 
faces gauches. 

Nous allons maintenant offrir quelques applications des formules 
ci-dessus etablies. 

Exemple I. — Considerons la surface de la sphere decrite de Tori- 
gine comme centre avec le rayon R et representee par I’equation 

(Sa) R-. 

L’equation difFerentielle de cette surface sera 

(33) a: dx y dy -h z dz= o. 

Par suite on trouvera, pour I’equation du plan tangent, 

(34) x{l — x)+ y{-n — y)-^s{% — s) = o ou 4- jv] 4- = RS 

tandis que les equations de la normale seront comprises dans la 
formule 

^ — X f\— y _ \ — z 

X y z 

que Ton peut reduire a 


Ajoutons que I’inclinaison x, correspondante au point (ar.y', s). 
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pourra etre determinee par Tune des equations 

" R 

(36) cos-— ±:^j secT=:±-- 

Les equations (34), quand on y considere x, y, z comme seules va- 

m 

riables, representent, la premiere, une nouvelle sphere qui a pour 
diametre la distance de I’origine au point (c, rj, ‘Q, et la seconde un 
nouveau plan. Ce plan coupe les deux spheres suivant une seule cir- 
conference de cercle, qui est le lieu des points de contact de la sphere 
donnee avec les plans tangents menes a cette meme sphere par le 
point 7], X,). 

Quant a la formule (35), elle reproduit toujours la meme ligne, 
quel que soil, entre les deux points (^, yj , ‘C), {x, y, z), celui dont on 
regarde les coordonnees comme variables, et elle represente dans 
tous les cas, ainsi qu’on devait s’y attendre, une droite passant par 
I’origine. 

Exemplell. — Concevons que la surface proposee se reduise a une 
surface cylindrique dont la gendratrice soit parallele a I’axe des z et 
dont la base soit une courbe renfermee dans le plan des a;, y. Cette 
surface et sa base seront Tune et I’autre representees par une equa- 
tion de la forme 


(37) f{x,y)—o. 

Cela pose, si Ton fait, pour abreger, 

d fix, r) 


(38) 


dx 




I’equation du plan tangent deviendra 

(39) (? — ^) ®(^, j) (n — 7)x(^, j) =o- 

De plus, on tirera de la formule (ii) 

l — x; ^ -n — y _ C — j 


o 
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ct Ton trouvera en consequence, pour les equations de la normale, 


(4o) — ■3;)yjx, y) — (ti — r) o(jc;, Y) = 0, X = 

II resulte evidemment des equations (Sg) et (^o) que le plan tangent 
est toujours parallele a I’axe des - et la normale toujours perpendi- 
culaire a cet axe. Ajoutons que, I’equation ( Sg) etant independante 
de chaque plan tangent toucliera la surface suivant une genera- 
trice, ce qu’il etait facile de prevoir. 

Si I’on prend pour base de la surface eylindrique une parabole, une 
ellipse ou une hyperbole, cettc surface sera celle d’un cylindre para- 
bolique, elliptique ou hyperbolique. 

Exemple III. — Considerons une surface conique, dans laquelle le 
sommet, c’est-a-dire le point commun a toutes les generatrices, coin- 
cide avec I’origine des coordonnees. Concevons, d’ailleurs, que Ton 
prenne pour base de la surface conique une courbe plane, dont le 
plan soit parallele au plan des x, y et coupe le demi-axe des - posi- 
tives a la distance i de I’origine. Soient enfin 5, v] les coordonnees 
variables de la courbe dont il s’agit, et 

(40 /(c,rO = o 

son equation. La generatrice qui passera par le point (;, r,) de cette 
courbe sera evidemment representee par les deux formules 

X ^ V 

(42) r=’> 

Or si, entre ces dernieres et la formule (4i), on elimine ^ et r,, il est 
clair que Tequation resultante, savoir 

(43) /(^f, 

sera verifiee par tous les points de toutes les generatrices. Elle 
representera done la surface conique, Cela pose, si Ton adopte les 
memes notations que dans I’exemple precedent, on trouvera, pour 
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I’equation difFerentielle de la surface conique, 


(44) 



Si maintenant on designe par yj, C non plus les coordonnees d’une 
courbe tracee sur la surface conique, mais les coordonnees du plan 
tangent ou de la normale au point (a-, j, s), on reconnaitra : i°que 
I’equation du plan tangent peut etre reduite a 


( 45 ) 



, y 

y\'l 




2 ° que les equations de la normale sont comprises dans la formule 



Comme I’equation (45) ne change pas quand on fait varier a:, r ets 
de maniere que les rapports ^ demeurent constants, on peut 
affirmer que chaque plan tangent touchera la surface suivant une 
generatrice, ce qu’il etait facile de prevoir. 

On arriverait a la meme conclusion en observant que, dans le cas 
present, les formules (3i) se trouvent remplacees par les suivantes : 



et, comme les coordonnees x, y, z doivent constamment verifier 
I’equation (43), il est clair qu’on satisfera aux formules ( 47 ) en 
prenant 


( 48 ) 


I X n / 


Or, ces deux dernibres equations entre les coordonnees variables 
T], X, representent evidemment une droite qui passe par le sommet 
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du cone et par le point de la surface eonique, c’est-a-dire 

une generatrice de cette meme surface. 

Si 1 on veut que la surface eonique soit celle d’un cone droit a base 
circulaire, il suffira de reduire la courbe (4i) a la circonference d’un 
cercle qui ait son centre sur I’axe des s. Si Ton nomme R le rayon de 
ce meme cercle, les formules (4i) et (43) deviendront respecti- 
vement 


(49) 

(50) 

Alors I’equation dilFerentielle de la surface eonique pourra etre pre- 
sentee sous la forme 

offdx -{-ydy=:K-zdz. 

Par suite on trouvera, pour I’equation du plan tangent, 

(^ 2 ) a;C^ — x)+y{r\—y) = B}s(K — z) 


(53) x^-i-yn=z'R.^zZ; 

et les equations de la normale seront comprises dans la formula 

^ — ^ —y _ Z — z _ — j?) -f- y(vi — y) — j) 

^ 7 — ft®- 

(54) ' 

_ — 4 - 7 (yi —y)+z[i: — z) 


a?(^ — «) -1-7 (u — 7) + -(C - •=) = o. 


de laquelle on tirera 


1 = ^, 
y’ 


EnRn I’inclinaison y de la surface pourra etre determinee par Tune 
des equations 

= tangT=g. 


tangT=g. 


II resulte de ces derni^res que I’inclinaison de la surface est con- 
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stante, et qu’elle se confond, comme on devait s’y attendre, avec le 
complement de Tangle compris entre Taxe du cone et la genera- 
trice. De plus, on conclut evidemment des equations (55) : i° que la 
projection de la normale sur le plan des x, y coincide avec la pro- 
jection de la generatrices 2 ” que cette normale est renfermee dans le 
plan tangent a la sphere qui a pour centre Torigine, et qui passe par 
le point (a", j, s). 

L’equation (Sa), dans le cas ou Ton y considere x, y et z comme 
seules variables, represente un hyperboloide a une nappe, dont les 
axes reels sent paralleles aux axes des x et j, et dans lequel un dia- 
metre coincide avec la distance de Torigine au point Dans 

le meme cas, Tequation (53) represente un nouveau plan qui passe 
par Torigine. Ajoutons que ce plan et cet hyperboloide couperont en 
general la surface conique suivant deux generatrices qui seront les 
lignes de contact de cette surface avec les plans tangents menes par 
le point (5, y],Q. 

Quant aux equations (55), elles representeront evidemment, si Ton 
considere x, y, z comme seules variables, une circonference de cercle 
qui aura pour diametre la distance de Torigine au point (^,v^,^), et 
qui coupera le cone au meme lieu que la perpendiculaire abaissee de 
ce' point sur la surface conique. 

Lorsqu’on substitue Tequation (5o) a celle d’une surface quel- 
conque, les formules (3i) se reduisent a 

(57) + + = 

Si, entre ees dernieres et Tequation (5o), on elimine z et on trou- 
vera 

ou, ce qui revient au meme, 




et Ton en conclura 
( 58 ) 
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Si Ton reunit I’equation (58) a la seconde des formules ( 07 les 
coordonnees variables vj, ( seront evidemment celles d’une droite 
qui passera par I’origine et par le point Cette droite sera, 

en effet, la seule ligne commune a la surface conique et au plan tan- 
gent mene par le point (os,y, 

Si Ton prenait pour base de la surface conique une parabole, une 
ellipse ou une hyperbole, cette surface serait celle d’un cone parabo- 
lique, elliptique ou hyperbolique. 

Exemple IV. — Designons para, b, c trois constantes positives; et 
considerons la surface representee par I’equation finie 


^2 ' A2 ^ 


Cette surface, qui donne pour sections des ellipses, quand on la 
coupe par des plans perpendiculaires a I’axe des s, et des paraboles 
quand on la coupe par des plans perpendiculaires aux axes des x ou 
des y, est celle qui termine un paraboloide elliptique. Comme, cn 
differentiant la formule (Sg), on trouve 




I’equation du plan tangent au paraboloide elliptique sera 




Quant aux ^uations de la normale, elles se trouveront comprises 
dans la formule 


x ~ y ~ ^ o 


(63) 
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de laquelle on tire 


(64) 


— x) 
cs 



a))+y(-n —y) -h 2 5 (? — 5 ) 1 = 0 . 


La derniere des equations (64) prouve que la normale au parabo- 
loide elliptique, en un point donne, est comprise dans le plan tangent 
mene par ce point a un ellipsoide de revolution dont le centre coin- 
cide avec I’origine, et dont Tequation est de la forme 


+ + consi. 


L’equation (61), dans le cas ou Ton considere x, y et s comme 
seules variables, represente un second paraboloide de meme forme 
que le premier, mais dont I’axe coincide avec la droite qui a pour 
equations 


(65) 



y = 


V 
— > 
2 


et le sommet avec un point situe sur cet axe et correspondant a I’or- 
donnee 



Dans le meme cas, I’equation (62) represente un nouveau plan qui 
rencontre I’axe des 5 en un point dont I’ordonnee est s = — 
Ajoutons que ce nouveau plan coupe les deux paraboloides suivant 
une ellipse, qui est le lieu des points de contact du paraboloide 
donne avec les plans tangents menes a ce meme paraboloide par le 
point (^,y), 

Pour savoir si le plan tangent mene par un point (x,j, z) de la 
surface donnee traverse ou non cette surface, il suffit d’ examiner si 
1 on peut attribuer aux variables ‘q. ^ plusieurs systemes de valeurs 
reelles propres a verifier simultanement les deux equations 
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Or, si entre ees dernieres et la formule (ag) on Mimine t et z, on 
trouvera 

6= ^ a’ ^ V ‘ j — 
ou, ce qui revient au meme, 

D’ailleurs, on ne pent satisfaire a I’equation precedente qu’en posant 

^ = X, r,=y, 

et Ton tire alors des formules (Sg) et (67) 


Done le point (cc, y, z) est le seul qui soit commun au paraboloide et 
au plan tangent, ce qu’il etait facile de prevoir. 


Exemple V. — Considerons la surface representee par I’equation 
finie 


( 68 ) 



= 2 


Cette surface, qui donne pour sections des hyperboles, quand on la 
coupe par des plans paralleles au plan des x, y, et des paraboles, 
quand on la coupe par des plans perpendiculaires a I’axe des x ou a 
I’axe des y, est celle qui termine un paraboloide hyperbolique. Elle 
rencontre eTidemment le plan des x, y suivant deux droites repre- 
sentees par la formule 


(69) 



z! 

6 * 


= 0, 


qui fournit les deux equations 


(70) 



(70 
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Cela pose, en operant comme dans I’exemple IV, on trouvera pour 
I’equation du plan tangent au paraboloide hyperbolique 


/72 />2 “ f - 


ou 

(73) 


c ’ 


et, pour les equations de la normale. 


(74) 


X 


b^{n —y) 

y 


«(^— a;)+y(Yi — j) -4- a 5(C— -) = o. 


La derniere des equations (74) prouve que la normale au paraboloide 
hyperbolique est comprise dans le plan tangent a un ellipsoide de re- 
volution dont le centre coincide avec I’origine et dont I’equation est 
de la forme 

J*-+- 2 5^= const. 


L’equation (72), dans le cas oil Ton y considere x, y, s comme 
seules variables, represente un second paraboloide de meme forme 
que le premier, mais dont I’axe coincide avec la droite representee 
par les formules (65), et le sommet avec un point situe sur cet axe et 
correspondent a I’ordonnee 



Dans le meme cas, I’equation (jZ) represente un nouveau plan qui 
rencontre Taxe des au point dont I’ordonnee est — Ajoutons que 
ce nouveau plan coupe les deux paraboloides suivant une hyperbole 
qui est le lieu des points de contact du paraboloide donne avec les 
plans tangents menes a ce paraboloide par le point ($, t), (). 

, Si I’on veut obtenir les lignes qui, passant par un point {x, y, s) 
de la surface donnee, sent communes a cette surface et au plan tan- 
gent, il sufiira d’assujettir les coordonnees variables v], a verifier 
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les deux equations 


(- 6 ) 



jri _ ? -J- j 
a* b^'~ c ' 
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Si, entre ces dernieres et la formule (68), on elimine et on trou- 
yera 




•q' , >■» 

foci 



b^- ^ a"- A* 


OU, ce 

qui revient au meme, 


(77) 



m 

et Ton 

en conclura 



00 


t — JO _ 



a 

b 

OU 




(79) 


a 

v — y 
b 


En reunissant. Tune apres I'autre, la formule (78) et la formule (79) 
a la seconde des formules (76), on obtient deux svstemes d’equations 
qui representent deux droites tracees sur le paraboloidc de maniere 
a renfermer le point Si ce point deyient mobile, chacune 

des deux droites engendrera le parabolo'ide hyperbolique, en se 
mouvant de telle sorte que sa projection sur le plan des x, y reste 
toujours parallele a Tune des droites suiyant lesquelles ce plan coupe 
le parabolo'ide. 

II est essentiel d’obseryer que toutes les generatrices coupent le 
plan des x, y, et qu’on simplifie la recherche de leurs equations en 
supposant le point (x,y, z) situe dans ce plan, c’est-a-dire sur Tune 
des droites (70) ou (71). On reconnait alors immediatement qu’un 
premier systeme de generatrices est determine par les formules 
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que Ton peut reduire a 


(8i) 


a b X c 


1 

a 



et un second syst^me par les formules 


(82) 


X Y 

a ~~ V 


— £ 

a' ~ c 


'e ri^ _ K 

a- 


que Ton peut reduire a 


(83) 


^ Y) _ a ? 

h -7 — 9 

a b X c 


1-^=2-. 
a b "a 


Ajoutons que le rapport ^ demeurera constant pour une meme ge- 

neratrice, et changera de valeur dans le passage d’une generatrice a 
Tautre. Ce rapport sera done ce qu’on nomme une constante arbi- 
traire. Si Ton designe cette constante par e, et si Ton ecrit, en outre, 
dans Jes Equations (81) et (83), x,y, z au lieu de ^, y], ces equa- 
tions deviendront respectivement 


(84) 

1 r — 

a b 

II 

1 

le 

et 



(85) 

a 6 

X y 

a b 


II est facile de s’assurer directement que chacune des droites repre- 
sentees par le systeme des formules (84) ou (85) est situee tout 
entiere sur la surface du paraboloids hyperbolique. En effet, si Ton 
multiplie, membre a membre, ou les formules (84), ou les for- 
mules (85), on reproduira evidemment I’equation (68). 

Comme le plan tangent mene par un point donne a la surface du 
paraboloids hyperbolique la touche en un point unique, il est clair 
que cette surface n’est point developpable, et se trouve comprise dans 
le nombre de celles que Ton nomme surfaces gauches. 
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• Example VI. — Si Ton considere le paraboloide liyperbolique re- 
presente par la formuie 

xy-—cz, 

on trouvera pour I’equation du plan tangent 

(® 7 ) y{X — x) xi-f, — VI = Cl ; — -I 

ou 

) XT, -i- £ = C( ; -r ; ), 


etpour les equations de la normale 

(89) a-{£ — ,Z-) = v(-fl — r I, x(' — J-) -i- r(r, — V) -i- 2 — o. 

On conclura de ces dernieres que la normale est la droite d’intersec- 
tion des plans tangents menes par le point (j?, r. ^ j a un cylindre 
hyperbolique et a un ellipso'ide de revolution represenfes par deux 
equations de la forme 

j;.2 _ y'. — const., x'- -t- j- -f- 2 = const . 

De plus, si 1 on designe par ■/;, t les coordonnees variables de 
I’une des generatrices qui renferment le point (x, v, s ), on aura 

(90) ^-/} = C?, XT, -H V; = C(; -i- 1. 

et Ton tirera des equations (90) combinees avec la formuie (86) 

|ri 4- xy — xr, — v| =; o, 

OU, ce qui revient au memo, 

(90 {'i — x){r,—yjz=o. 


Par consequent, les deux generatrices seront representees par la 
seconde des equations (90) reunie a Tune des formules 


(92) 

(93) 


lo 
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ri=zji 
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et ellos seront constamment perpendiculaires. Tune a I’axe des x, 
I’autre a I’axe desy. 

Exemple VII. — Considerons la surface du second degre repre- 
sentee par Tequation 

(94) A.r=- 1 - By®-+- C-^-i- iHyz -f- I'S.zx aFj-j = K. 

L’^uation differentielle de cette surface sera 

(Aj -h Fj.' -+-E = ) -f- (Fa- -H By -i-Ds) dy -i- (EvC-t- Dy + C,z)dz — o. 

Par suite, on trouvera pour I’equation du plan tangent 

, ( (Aa: -+-Fy-+-E 3 )(| — ir) -^(Faj-hBy-i-Ds^fYi— y) 

(9») 1 

( 4-(E^-(-Dy-)-CG)(? — ;) — o 

ou 

( 96 ) (A^' + Fy-f-Es)?-)- (.Fj?-hBy-(-D.;)-/i -4 - (Ejt - n Dy Cs)? = K, 

tandis que les equations de la normale seront comprises dans la for- 
mule 

(97) - - ^ 

Ajp-+-Fy-f-E.= Fj;-t-By-i- Ds Ej: - i- Dy -+- C;’ 

Lorsque, dans les equations (go) et (96), on regarde x,y, z comme 
seules variables, ces equations representent, la premiere une nou- 
velle surface du second degre, semblable a la surface donnee, et dont 
un diametre coincide avec le rayon vecteur mene de I’origine au 
point (^, -q,?;); la seconds un nouveau plan. Ce plan coupe les deux 
surfaces du second degre suivant une seule courbe, qui est le lieu des 
points de contact de la surface donnee avec les plans tangents menes 
a cette meme surface par le point (^, q, ^). 

Quant aux angles A, p., v que forme la normale menee par le 
point (ar, y, 5) avec les demi-axes des coordonnees positives, on les 
deduira de la formule (6), qui donnera 

cos ft cosy 

Aa;-t-Fy-i-Es ("Fa:-}- By-t-Dj; "" Ea--hDy-hG-' 


(98) 
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Example Mil. — Designons para, b, cdes constantes positives, et 
considerons un ellipsoide dont les axes, parallHes aux axes coor- 
donnes, soient representes par aa, 26, ae. On troiivera pour I’equa- 
tion de cet ellipsoide 


^ 99 ) 



et pour I’equation du plan tangent 



tandis que les equations de la normale se deduiront de la formule 


(,0I) _ bu-n-y^ 

X y - ■ 

De plus, pour savoir si le plan tangent mene par le point (^.r, v.s) 
traverse ou non I’ellipsoide, il suffira d’examiner si Ton pent attri- 
buer aux variables y], ^ plusieurs systemes de valeurs reelles 
propres a verifier simultanement les deux equations 


(102) 




"4- 


if 

c= 


= r. 


Or on tire de ces dernieres combinees avec la formule (99) 



ou, ce qui revient au meme, 


D’ailleurs, pour satisfaire a I’equation precedente, il faut supposer 


r; — - 


et, par suite, 


zn 

— 0, 

— X 


= 0, 





yn 

1 



~T~ 


X 


Z X- 


y- 




"V- 



c ^ 


c~ 
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c’est-a-dire 

Y)=:r, ? = •=. 

Done le point (x,y, s) est le soul qui soit commun a I’eHipsoide et 
an plan tangent, ce qu’il etait facile de prevoir. 

Example IX. — Considerons la surface representee par I’equation 
finio 



Cette surface, qui donne pour sections des ellipses, quand on la 
coupe par des plans perpendiculaires a I’axe des z, el des hyper- 
boles, quand on la coupe par des plans perpendiculaires a I’axe des x 
ou k I’axe des j, est celle de rhyperbololde a une nappe. Si par le 
point {oc,y, 5 ) on mene un plan tangent et une normale a cet hyper- 
boloide, on trouvera pour I’equation du plan tangent 


( 104 ) 


£i . 

a- b^- V- 


= I 


OU 


«- 


-r 


/b- 


— I -T- 




tandis que les equations de la normale seront comprises dans les 
fbrmules 

— — r) _ z) 

I OD ] 

ji: y 


De plus, pour savoir si le plan tangent traverse ou non cet hyper- 
boloide, il suflfira d’ examiner si Ton peut attribuer aux variables 
Y), ^ plusieurs systemes des valeurs reelles propres a verifier simul- 
tanement les deux equations 


(106) 




= 1 -t- 




Or on tire de ces dernieres combinees avec la formule (ro3) 
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ou, ce qui revient au meme, 

(107) 

et, par suite, 

(108) 
ou 
(«o9) 

Ell reuiiissant, I’une apr'es I’autre, la formula (108) et la for- 
mule (109) a la seconde dcs formulas ( ro6 ), on obtient entro les 
coordonnees v], ^ deux systemes d’equations qui representent 
deux droites tracees sup Thyperboloide de maniere a renfermer le 
point {x, y, z). Si ce point devient mobile, chacune des deux 
droites se mouvfa elle-meme, et engendrera riiyperboloide a une 
nappe. 

Comme toutes les generatrices rencontrent le plan des x, rien 
n’empeche de faire coincider le point (x,y, z) avec un des points de 
I’ellipse 




ab c 


JCCi — r l ___ t 
ab c 


suivant laquelle ce plan coupe Thyperboloide, et de supposer en 
consequence, dans les equations des deux systemes de generatrices, 
^ = o. xAlors ces equations deviendront respectivement, pour le pre- 
mier systeme. 


(III) 


r-fl „ xTi — X 

a- £,2 


et pour le second systeme. 


(H2) 


VY]* .rn — V; 

■ ab' 


K 

c 


La premiere equation, qui reste la meme dans le passage d’un svs- 
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teme a I’autre, montre evidemment que toutes les generatrices ont 
pour projections sur le plan des x, y des droites fangentes a [’ellipse 
dont nous venons de parler. 

Si, pour simplifier les calculs, on pose 

(ii3) o' — rcospy y — 7‘sinp. 


la forraule (no) donnera 
(•i4) 


r = 


ab 


{a- sin®/? -h b- cos®/?)® 


et Ton aura par suite 

ab cos/7 


(i i5) X — 


(a® sin-jt? -h b- cos^/))* 




ab sin/? 


(a- sin-/? b^ cos^/? )- 


Si Ton substitue les valeurs precedentes de x et de r dans les equa- 
tions (in) et (i 1 2), et si Ton y remplace ensuite y], par x, y, zi 
ces equations deviendront respectivement 


I' b 


(116) 

et 

(>17) 


- X cos/? -h sin/? = (a- sin-/? -i- b- cos^/?)*, » 

1 ■' 

j cosp — ^ sin/? = (a- sin®/? -i- b^ cos®/?)“ - 


U CL ' ~ 

^ -xcQsp 4 - ^ ysin/?=; (a- sin-/? 4- cos-/?)-, 

( a? sin/? — ycosp = (a- sin-/? 4- b- cos®/?)- ^ • 


II est facile de s’assurer directemeiit que chacune des droites repre- 
sentees par le systfeme des equations (i 16) ou (117) est situee tout en- 
tiere sur la surface de I’hyperboloide a une nappe. En effet, si Ton 
ajoute, membre a membre, ou les deux equations (116), ou les deux 
equations (117), apres avoir eleve cbacune d’elles au carre, on re- 
trouvera la formula (io 3 ). Observons, en outre, que la quantite p, 
qui demeure constante pour une meme generatrice, represente tou- 
jours Tangle forme par Taxe des x avec le rayon vecteur mene de 
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Torigine au point oil la generatrice que Ton considere coupe le plan 
des X, y. 

Soit maintenant 

1 

^ _ a sinfl jar sin-jp + b^toirpy 
fecOSjD 

On tirera des formules (i i6) 



et des formules (i 17) 




r 

T 


) 



Si Ton supposait, au contraire. 


(121) 


1 . 

a cos/> -h {g} sin°/? -t- b- cos^)^ 
b sin/> 


on tirerait des formules (i 16) 



et des formules (117) 



Par consequent, si Ton emploie la lettre s pour designer une eon- 
stante arbitraire, les droites qui servant de generatrices a I’byper- 
boloide pourront etre representees par les equations (119), U20), 
(122) ou (i 23 ). Ajoutons que les formules (i 19) et (122) seront re- 
latives a Tun des deux systemes de generatrices, tandis que les for- 
mules (120) et (i 23 ) se rapporteront a I’autre systeme. 

Comme le plan tangent mene par un point donne a la surface de 
rhyperboloide a une nappe touche cette surface en un seul des points 
oil il la rencontre, il en resulte que cette surface n’est pas develop- 
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pable, et se trouve comprise dans le nombre de celles que Ton nomme 
surfaces gaudies. 

Exemple X. — Consfderons la surface representee par I’equation 


linie 

( 124 ) 


f ’ _ _ Z.' — 1 


b^- 


X- 

ou -5 
a- 


y- z- 
1}^ 


Cette surface, qui donne pour sections des ellipses quand on la coupe 
par des plans perpendiculaires a I’axe des s, et des hyperboles quand 
on la coupe par des plans perpendiculaires a I’axe des or ou a I’axe 
des y, se divise en deux nappes, dans chacune desquelles le point 
le plus rapproche du plan des as, y est situe sur I’axe des z, et 
a la distance c de Torigine. C’est pour cetto raison que le solide 
qu’elle termine a pris le nom d' hyperboloide a deux nappes. Si par le 
point {cc\y, s) on mene un plan tangent et une normale a cet hyper- 
boloide, on trouvera pour I’equation du plan tangent 


(125) 


■" c= ’ 


tandis que les equations de la normale resteront comprises dans la 
formule (io5) de I’exemple precedent. De plus, en raisonnant comme 
dans cet exemple, on aura evidemment, a la place de la formule ( 107 ), 


et Ton en conclura 


- — X'~=, 

puis, en ayant egard aux ^nations (124) et (i 25 ), 

l = a;, Tn=j', C = 

En consequence, le point (a?, r, s) sera le seul point commun a I’hy- 
perboloide et au plan tangent. 

Exemple XI. — Considerons la surface helicoide representee par 
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I’equation (4i) de la treizieme Lecon, savoir 

(127) - =aR arc tang ou y^jjtang 


aR 


On aura, pour I’equation differentielle de cette surface, 


(128) «f;; = aR 


x dv — r dx 


oa 


X- r- 
aR 


dz — X dr — >' dx. 


Par suite, I’equation du plan tangent sera 


(129) 


xf] — rt — 


x- ~ r- , 

all ' 


— 


tandis que les equations de la normale se trouveront comprises dans 
la formule 


(iSo) 


<?R(? — v) — r ' — X 

~ —X ~ y 


A I’aide de ces diverses equations, on etablira sans peine diverses 
proprietes de la surface et Ton prouvera, par exemple, que le plan 
tangent coupe la surface suivant une infinite de lignes dont Tune 
coincide avec la generatrice, e’est-a-dire avec la perpendiculaire 
abaissee du point de contact sur I’axe des z. 

On peut remarquer que I’axe des s est entierement compris dans la 
surface representee par la formule (127). Si Ton veut obtenir I'equa- 
tion du plan tangent en un point qiielconque de ce ineme axe, il 
faudra reduire, dans la formule (129), les coordonnees cc et j a zero, 
ou, ce qui revient au meme, il faudra poser a* = o dans I’equation 

produite par I’elimination de j entre les formules (127) et (129). Or, 
en operant ainsi, on trouvera, pour I’equation du plan tangent en un 
point de I’axe des z. 


n 

■j = tang- 


;R 


Done ce plan, qui sera toujours vertical et renfermera toujours I'axe 

OEuvres de C. — S. U, t. V. 
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dont il s’agit, changera de direction avec I’ordonnee s du point de 

contact et reprendra la meme direction quand le rapport ^ se trou- 

vera augmente on dinxinue d’un nombre quelconque de circonfe- 

rences. 

Quelquefois des lignes ou des points compris dans une surface 
courbe offrent des particularites dignes de remarque et analogues a 
celles que presentent les points singuliers des courbes. Parmi les 
points singuliers des surfaces, on doit distinguer ceux par lesquels 
on peut faire passer une infinite de plans tangents. En chaque point 
de cette espece, les valeurs de cosX, cos[j:, cosv, deduites des for- 
mules (8) ou (9), deviennent indeterminees, ce qui ne peut avoir 
lieu que dans deux cas, savoir : 1“ quand Tune au moins des quantites 

du dll da 

dx^ dy^ dz 

prend une valeur indeterminee; 2" quand ces trois quantites de- 
viennent a la fois nulles ou infinies. Dans I’un et I’autre cas, la sub- 
stitution des valeurs de sc, y, z transforme I’equation (2), qui repre- 
sente le plan tangent, en une equation identique, ou du moins en 
une equation qui renferme une constante arbitraire. 

Considerons, par exemple, le sommet de la surface conique repre- 
sentee par la formule ( 5 o). Comme ce sommet coincide avec i’origine, 
les valeurs correspondantes de x, y, z seront nulles, et en substituant 
ces valeurs dans I’equation ( 53 ), on fera evanouir les deux membres. 
Toutefois, si, ala place des coordonnees rectangulaires x,y, on intro- 
duit les coordonnees polaires r et p, liees aux premieres par les equa- 
tions (ii 3 ), I’equation (00) donnera 



et la formule ( 53 ) deviendra generalement 
(182) ^ cos/> -1- -n sin/) = R?. 

Ainsi I’equation du plan tangent ne renfermera qu’une seule des 
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coordonnees polaires, savoir Tangle p. Or cet angle, qui est deter- 
mine pour tons les points de la surface cunique autres que le sommet, 
cesse de Tetre pour le sommet lui-meme ef se change alors en une 
constante arbitraire. Aux diverses valeurs que cette constante pent 
recevoir correspondent une infinite de plans representes par [’equa- 
tion (i 32 ) et tangents a la surface conique. 
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QUINZIEME LECON. 

CENTHES ET DUMfcTRES DES SURFACES COCRBES ET DES COURBES TRACEES DANS L’ESPACE. 

AXES DES SURFACES COCRBES. 


On nomme centre d’une courbe on d’une surface courbe un point 
tel que les rayons vecteurs menes de ce point a la courbe ou a la sur- 
face soient deux a deux egaux et diriges en sens contraires. Lors- 
qu’une courbe ou une surface courbe a un centre, et qu’on y a trans- 
porte I’origine des coordonnees, on n’altere point I’equation ou les 
equations de cotte surface ou de cette courbe entre des coordonnees 
rectilignes x, r, s, en remplacant x par — x, y par — v et z par — 
Lorsque le centre coincide avec le point qui a pour coordonnees a, 
h, c, on n’altere point I’equation de la surface ou le systeme des deux 
equations de la courbe en remplacant x par 2 a — x, y par 2 b — v, 
et5par2c — s. 

Exemples. — La surface du second degre representee par I’equation 
(i) + B + + 2\)yz 2 'Ezx 2¥xy = K, 

et la courbe suivant laquelle cette surface est coupee par le plan 
(.2) a; cosX -f-/ cosp -H 5 cos’j = o, 

outpour centre commun I’origine des coordonnees.' 

Si Ton designe par x, y, z des coordonnees rectangulaires, la 
sphere 


( 3 ) 


(j; _ aY+ (y - br-+ (z - cY= R^ 
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et le cercle represente par le systeme des equations 

{ (x-aY+{r-b)^ + (=-cr-^R\ 

( 4 ) 

( {x ~a) cosA -T- iy — b) cos;x -his — c) cosv — o, 

auront pour centre commun le point (a, b, c). 

Une courbe ou surface courbe peut avoir une infinite de centres. 
Ainsi, par exemple, si, apres avoir trace, dans un plan perpendicu- 
laire a une droite donnee, une courbe qui ait un centre place sur la 
droite, on construit une surface cylindrique dont cette courbe soit la 
base et dont la generatrice soit parallele a la droite dont il s’agit, 
chaque point de cette droite sera evidemment un centre de la surface 
cylindrique. 

Toute droite menee par le centre d’une courbe ou surface courlie 
est un diamitre de cette courbe ou de cette surface. 

On appelle axe d’une surface courbe une droite tracee de maniere 
a partager en deux parties symetriques cbacune des courbes planes 
qu’on obtient en coupant la surface par des plans qui renferment 
cette meme droite. Un tel axe est necessairement normal ala surface 
courbe dans chaque point oii il la rencontre, a moins que le plan tan- 
gent mene par le point de rencontre ne devienne indetermine. De 
plus, chaque point de I’axe est evidemment un centre de la section 
faite dans la surface par le plan qui est perpendiculaire a I’axe et qui 
renferme ce meme point. Done, si cet axe coincide avec I'axe des x, 
et si les coordonnees x, y, z sont rectangulaires, on n’alterera pas 
I’equation de la surface en y rempla^ant a la fois y par — y et r- par 

Soit maintenant 

(5) u — o 

t 

I’equation d’une surface courbe fermee de toutes parts, u =f(x,y,z) 
designant une function des coordonnees rectangulaires x, y, z, et 
imaginons qu’un certain point 0 soit le centre unique de cette sur- 
face courbe et de toutes les sections planes faites dans la surface par 
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des plans qui renferment le point 0 . Si la surface u = o admet un ou 
plusieurs axes, le point 0 devra etre situe sur chacun d’eux, puisque 
les plans menes par ce point et perpendiculaires aux axes couperont 
la surface suivant des courbes dont il sera I’unique centre. Si, pour 
plus de comrnodite, on place le point 0 a I’origine des coordonnees, 
le rayon vecteur mene de I’origine au point (a;, y. .=) de la surface 
courbe et la normale elevee par ce point formeront, avec le demi-axe 
des coordonnees positives, des angles dont les cosinus seront propor- 
tionnels, d’une part, aux coordonnees 

y, 

de I’autre aux fonctions derivees 

' du du du 

dx' dy' 

Cela pose, concevons que le rayon vecteur coincide avec un axe de 
la surface courbe. Comme cet axe, en vertu de ce qui a ete dit plus 
haut, se confondra lui-meme generalenient avec la normale elevee par 
le point (x, y, z), les quantiles 

du du du 

dx' dy' dz 

deviendront evidemment proportionnelles aux coordonnees x, y, z, 
et Ton aura en consequence 

du du du 

( 6 ) IL. 

X y s 

II est bon d’observer que Ton n’aurait rien a changer a la formule (6) 
si la surface proposee etait representee, non par I’equation (5), mais 
par la suivante 

(7) M = c, 

c designant une quantite constante. 

La formule (6), reunie a I’equation (7), suIBt pour determiner les 
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coordonnees x, y, z des points oil les normales menees par I’origine a 
la surface u — c rencontrent cette meme surface. A chacune des nor- 
males dont il s’agit repond un systeme particulier de yaleurs des va- 
riables X, V, z, et ces valeurs, substituees dans la formule 

cosX COSpt _ cosv ^ I 

^ y " \!x- -(- y- 

font connaitre les angles X, a, v que la normale, prolongee dans un 
sens ou dans un autre, fornne avec les demi-axes des coordonnees 
positives. Veut-on maintenant savoir si la normale que Ton considere 
est un axe dc la surface u — c? II suffira de couper la surface par des 
plans -perpendiculaires a cette normale et d’examiner si chacune des 
courbes d’intersection a un centre situe sur la normale elle-meme. 
Or, si Ton prend sur la normale, prolongee dans un sens ou dans 
I’autre, un point situe a la distance k de I’origine, les coordonnees de 
ce point seront 

k CQsl, k cos fi, k cos v, 

et le plan mene perpendiculairement a la normale par le meme point 
sera represente par I'equation 

(9) u?cos). 4- jcosft -H - eosv = A-. 

Done, en vertu des remarques faites ci-dessus, on aura seulement a 
examiners! le systeme des ^nations (7) et (9) se trouve altere par 
la substitution des differences 

2 k oosX — X, 2k cosfi — j, 2k cosv — s 

a la place des coordonnees x, y, z, et comme, apres cette substitu- 
tion, I’equation (9) reprendra sa forme primitive, on devra simple- 
ment chercher, en ecrivant f{x,y, z) au lieu de m, si I’equation 

(10) ^(aA'cosX — X, 2 /:cosp — y, 2 kcosv — z} = o 

peut resulter, quelle que soit la valeur de de la combinaison des 
equations (7) et (9). 
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Dans le cas ou la fonction u est une fonction homogene du degre m. 


on a 
DO 





mu. 


et la formule ( 6 ) entraine la suivante 


(13) 


dll du du 

dx dy dz niu 

X y ^ -H j'- -h -- 


Alors, en designant par r le rayon vecteur mene de Torigine an 
point {x, Y, =), et posant en consequence 

(i3) + 

on tirera des formules ( 7 ) et ( 12 ) 


du du du 
dx _ dy me 

11 est essentiel d’observer qu’en vertu des principes etablis dans la 
onzieme Legon de Calcul differentiel, la formule ( 6 ) est celle qui de- 
termine, pour la surface « = o ou « = c, les valeurs maxima el mi- 
nima de la fonction des coordonnees representee par 
et, par consequent, les valeurs maxima ou minima du rayon vecteur r. 
Ainsi, lorsqu’une surface courbe a un ou plusieurs axes qui passent 
par I’origine, il faut que le rayon vecteur se dirige suivant I’un de 
ces axes pour devenir un maximum ou un minimum. C’est, au reste, 
ce qu’il etait facile de prevoir. 

On appliquera sans peine les principes que nous venons d’exposer 
a la solution des problemes suivants : 

Probleme I. ■— Trouver, s’ily a lieu, le centre et les axes de la surface 
du second degre represenlee par V equation 

( 10 ) A .37" + ^y^ "1“ L 3 " 2 1) yz -t- 2 F xy "+■ H— I.^ " K.. 

Solution. — Si la surface (i5) a un centre, et si Ton designe par 
Jo, Zo les coordonnees de ce point, il suffira, pour y transporter Tori- 
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gine, de remplacer dans Tequation (i 5 )a;par aj + iPj, j'par r-i- v,,, 
et z par z + So. De plus, I’equation transformee, savoir 

j Aa;*-f- 2D73 + 2 E 3 X -h 2Fa:j 
I + 2(Aa“()+ F^yo-t-Eso-t- G)a; 

,6) ( +2(Fa:o4-Bro+D5o+H)y 

I + 2 (Exq + "f" G Co -1- 1 ) s 

' =K. — (A^rJ + CcJ + 2 Dj„ 5 o-)- 2 Eco^o+ 2 Fdro 7 o+ Gxo-r II^Vu— 

ne devant point etre alteree quand on substituera simultanement — a: 
a cc, — y a j, et — 5 a s, il faudra que dans cette transformee les 
coefficients de ce, y, z se reduisent a zero. On aura done 

I Aa^o "t” Fj'o-i- Ecj = — G, 

(17) < Fa;o-t-Byo + D"o = — Hi 

( E^O^“ "t" G Co = — 1 , 

et, par suite, 

(BC - D»)G + (DE - CF)H + (FD - BE)I 
ABC - D» A - £“B - F-C + 2DEF 

(DE-CF)G-h(CA-E=)H + (EF-AD)I 
ABC - D'A - E^B - F^C + 2 DEF 

(FD-BE)G + (EF-AD)H + {AB-F=)I 
ABC-D=A-E®B -F 2 G + 2DEF 

Or les equations (18) fourniront un systeme unique de valeurs finies 
de ajj, Jo, S01 toutes les fois que la quantite 

(19) ABC-D*A-E“B-F®C + 2DEF 

aura une valeur differente de zero. Done alors la surface (i 5 ) aura 
un centre unique, place a une distance finie de I’origine des coor- 
donnees. Si Ton suppose, au contraire, 

(20) ABC — D®A-E*B — F=C + 2DEF = o, 

alors la distance du centre a Torigine deviendra infinie, ou, en d’autres 
termes, il n’y aura plus de centre, a moins que le second membre de 
chacune des equations (18) ne se pr^sente sous la forme Dans ce 
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dernier cas, on trouverait une infinite de systemes de valeurs de cco, 
7 o> -0 propres a verifier les formules ( 17 ), et, par consequent, la sur- 
face (i5) aurait une infinite de centres. 

Lorsque la surface (i5) a un centre ou une infinite de centres, et 
que I’un d’eux est pris pour origine, I’equation (i5) se trouve ramenee 
a la forme 

( I ) Aa;® D -i- aE sa; -h 2 F my — K. 

Si I’on suppose d’ailleurs que les coordonnees cc,y, z soient rectan- 
gulaires, ces coordonnees verifieront I’equation (i 4 )» reduite a la 
formule 


(21) 


Am -h Fy -I- Eg F;g + 'Em + By + Cz K 


m 


toutes les fois que le rayon vecteur r, mene de Torigine au 
point (cCf y, z), deviendra normal a la surface proposee. On aura 
done alors 


( 22 ) 


(A-5)^ + Fy + E:; = o, 

Fd7 + (B-^)7-+-D5 = o, 

E^-hDy-t-(c-p)3 = o. 


En eliminant de ces dernieres equations x, y et z, on obtiendra la 
suivante 


(23) 




Enfin, si Ton fait, pour abreger. 


(34) 



I’equation (aS) deviendra 


( 25 ) 


(A-5)(B-«)(C-«)-DS(A-j) 

— E*(B — «)-F*(C — j)-H2DEF = o, 
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et Ton tirera des formules (22) reunies a la formule (8) 

I A cos). 4 - F cosjUL -h E cosv = ^ cos?., 

( 2 ^) < F COS)l -H B COS|l 4-D COSV =z;.?COS|JL, 

1 E cosi -f- D COSfL + C COSV = 5C03V. 

Les equations (25) et (26) suffiront pour determiner la longueur 

^=v/f 

de chaque rayon vecteur normal a la surface, et les angles A, [a, v 
formes par un rayon normal avec les demi-axes des coordonnees po- 
sitives. 

II est important de fixer le nombre des systemes de valeurs reelles 
que les equations (aS) et (26) peuvent fournir pour les inconnues 
cosl, cos [A, cosv et s. Pour y parvenir, j’observerai d’abord que I’e- 
quation (aS) resulte de Telimination de cosX, cosja, cosv entre les 
formules (26), et que, pour une valeur reelle de s propre a verifier 
r^quation (25), on tire des formules (26) une valeur unique de 
chacun des rapports 

cosu , cosv 

L. 0I; 

COSA cosX 

En efifet, les deux premieres des formules (26) entrainent lasuivante : 

I cosX _ COSfi cosv 

FD-E{B-5) ~ EF-D(A-s) “ (A-s)(B-s]-P 

, j 

v/[Fl) - E(B - s)]^-h [EF - D (A - s)l'+ [(A - s)(B - i) - F*]^ 

Done une seule droite, qui pent etre prolongee dans deux directions 
opposees, correspond a chaque valeur reelle de I’inconnue s. 

II est encore facile de s’assurer que I’equation (ao) ne sera point 
alteree, si Ton y remplace les constantes 

A, B, C, D, E, F 

par d’autres quantites 

tIV, 
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propres a representer les coefficients des carres et des doubles pro- 
duits des coordonnees dans la formule que Ton deduit de I’equa- 
tion (i), en substituant au systerae de codrdonnees rectangulaires x, 
y, s un autre systeme de coordonnees rectangulaires q, C Pour le 
prouver, concevons que les nouveaux axes des coordonnees q, 
etant prolonges dans le sens des coordonnees positives, forment avec 
le demi-axe des x positives les angles a„, a,, avec le demi-axe 

desy positives les angles p,,, et avec le demi-axe des s positives 
les angles y#, y,, y,. On aura (worries Preliminaires, page 27) 

I a!= ^ cosao-t-n cosai-(- ? cosaj, 
y= ^cosPo+ncos^i-f- ?cos( 3 j, 
y S = ^ COS'/o -i- V) cos /i -h ? cosyj. 

^ = .u cosa;o-+-J-cos;3o-l- J cos'/o, 

^ coseci -i-jK cos|3i -h 5 cosyi, 

? = cos -t- j/ cos P2 -h cosys, 

et, en substituant dans le premier membre de I’equation (i) les va- 
leurs de x, y, js exprimees en fonction de q, on obtiendra une 
autre equation de la forme 

(3o) 2(E)r)s -1- 4- 2^^-fi = K. 

On doit remarquer, a ce sujet, qu’en vertu des relations etablies entre 
les deux especes de coordonnees, on aura identiquement, et quelles 
que soient les valeurs de ehacune des variables q, C, 

( Aa;®4-B/* -H Cs- + aDys -1- aEsa; 4- 2Fa;y’ 

I zz: 4 “ a “H a C 4 -aeJ‘^Y]* 

On pourra done differentier I’equation ( 3 i) par rapport a chacune 
des variables i, q, ^ consideree comme independante. Ainsi, par 
exemple, en effectuant une differentiation relative a i, et observant 
que Ton a, en vertu des formules (28), 

da; dy „ 

Z= cos«0, = cosj 3 |„ = cosyo, 


(28) 


(29) 
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on trouvera 

(Aa; -h F/ + Es) cosao+ (Fa; + By -l- Ds) cos(3|,+ (Ea- -t- Dy + Cs) cos'/o 

— cA cf Y] “1“ 

ou, ce qui revient au meme, 

I (Aa: + Fy + Es) cosaoH- (Fa; + By + D;) cos^o-f- (Ea: + Dy Cs) cos-/,, 

(32) < =c)li>(a:cosfi£o + ycosj3o-i-seos-/o) + 5"(a:cosai+y cos,3,-r5COS/i) 

I H- £(a:C0Sa2-ryC0s32-^-C03/2)• 

0n trouverait, au contraire, en differentiant successivement par 
rapport a chacune des variables v] et 

I (Aa: + Fy + E 3 ) cosai+ (Fa; + By + Ds) cosi3i-+- (Ea: Dy + C-) cos/, 

(33) ) =^(a:cosao + ycoS(3o+5COS/o) + iJb(a:cosa,-i-ycos^i-r:3COS/i) 

I + (D(.r cosaj-t-ycos.SaT- : COS-/ 2 ) 

et 

1 (Aa; + Fy + E 3 ) cosa 2 + (Fa: -i-By -t-Ds) cosJ 32 + (Ea; + Dy -i- C-) cosy, 

(34) I =C(a:cosao + ycos| 3 o+scosya)- 4 -(S(a;cosa,H-ycosj 3 i + :;cos/i) 

[ + S(a:cosaj+ycos|3j+5COS/2). 

Les formules (Sa), (33) et (34) sont necessairement identiques; 
c’est-a-dire qu’elles doivent etre verifiees pour toutes ies valeurs 
possibles de x,y, s. On en deduirait faeilement les valeurs de =1,, i)i>, 
e, (B, C, # exprimees en function de A, B, C, D, E, F, et les valeurs de 
ces dernieres quantites en fonction des premieres. Si dans les memes 
formules on pose 

a; = cosl, y^rcosft, 5 = cosv, 
pour abreger, 

cosao cosX + cos j3o cosfi + cos/o cosv •= cosj^, 
cos a, COSX + COS§, COSfi+ COS/i cosv = C0s31l’, 

cos aj cosi + cos P 2 cos [i + cos /2 cos v = cos 3IZ, 

ce qui revient a designer par atu, les angles que forme le rayon 
vecteur r avec les nouveaux axes des coordonnees, on trouvera, en 


et si Ton fait, 
(35) I 
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ayant egard aux equations (26), 


(36) 


[ cAcost(,+ ^ cosSIt-t-C cosDii = Jcos4(., 

' # cos.^H-i)l)Cos3TU4-(Dcos3ti = scos31L, 
C cost(.+ ® COS31L-(- Scos^b =:scosX. 


Le systeme de ces trois dernieres est equivalent a celui des equa- 
tions (26). Par consequent, si Ton elimine entre les formules (36) les 
cosinus des angles 3 \L>, 3^, on devra retrouver I’^uation (25). Or 
relimination dont il s’agit produit la formule 

( (oRo — s)(ill) — s){S’ — 5) — — 5) 

^ ( -£*(al\> — «)— r(S — s)-H2®£# = o. 


Done celle-ci sera equivalente a I’equation (2$), et fournira les 
memes valeurs de s, soit reelles, soil imaginaires. II est d’ailleurs 
evident que, pour obtenir la formule (37), il suffira de remplacer 
dans I’equation (25) les quantites A, B, C, D, E, F par les quan- 
tites cR,, ift), e, ®, c, i. 

Il est bon de remarquer qu’on arriverait directement aux for- 
mules (36) et (37), si Ton eberebait les rayons vecteurs normauxa 
la surface du second degre en partant de I’equation (3o). 

Lorsqu’on developpe I’equation (25), elle devient 

( 5®-(A + B-4-C)5^H-(AB-hAC-irBC-D--E*-F=)# 

^ ^ i =ABC-DU-E^B-F*C-H2DEF. 


Pour que celle-ci ne soit pas alteree par la substitution des quan- 
tites x,Di>, ©, ®, £, § aux quantites A, B, C, D, E, F, il faut que Ton ait 

/ cAs-f-lIt*-!-©— A-i-B-f-C, 

(39) I — ® 5 _cs_ j 2 _^^B-t-AC-l-BC — D’ — E*— FS 

( JUiliG — JU©* — ifccs— eJ'* 2 = ABC — AD* — BE* — GF* -1- 2 DEF. 


On pourrait verifier directement cbacune de ces dernieres equa- 
tions, en y substituant les valeurs generales de JU, ii»„ ©, ®, c, § ex- 
primees en fonction de A, B, C, D, E, F, et tenant compte des reki- 
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tions qui existent entre les cosinus des angles y«; p,, 7 ,; 

^ 2 ) T’- On pourrait aussi etablir les equations (Sg) en prouvant 
que Ton a, quel que soit s, 

^ j (A -i)(B -i)(C -i)-DMA -«)-E’‘(B -s)-E2(C -j)-i-2DEF 
( _js(2-s) + 2(0er?. 


Or, pour y parvenir, il suffit d’observer que, si Ton designe par a^, 
b^, a,, b^, c ^ ; a.^, b.^, c, les coefficients des variables x, y, z dans 

les equations (Sa), (33) et (34), on trouvera pour les valeurs de ces 
coefficients tirees des premiers membres 


(4i) 


fl!o = A cos «(, + F cos Po + E cos'/o, 
ai = Acosai + F cosPi + E cos'/i, 

I a 2 = A cos aj H- F cos P 2 4 - E cos ■/,, 

t>o = F cosao4- B cosPo -1- D cos'/o! 

ii = Fcosai4-Bcosp,4-Dcos'/i, 
fij = F cos «2 + B cos Pa 4 - D cos */s, 

Co =Ecosao+DcosPo + C cos 70, 
Cl =Ecos«i + DcosP,4 -C cosyi, 
Cj = Ecosaj+DcosPj4- C cosys. 


et pour les valeurs des memes coefficients tirees des seconds membres 

I ao=,.l,cosaoH-rf cosa,-i-C cosa.j 
ai=zi cosao+il^cosai + Ocosa,, 
a 2 =C cosao4- ® cosa,4- 3 cosaj, 

60= «Jt'COSPo 4 -'!? cosPi-4-C cospj, 

(42) { 6,= # COSpo4-'<)l>COSPi + (0COSPj, 

& 2 = C cosPo-)- ffi cosPi4- 3 cosPj, 

Co = A>coS7o + ^ cosyi 4- £ cosyj, 

Cl = j' cosyo 4- cos'/i 4 - (0 cosyj, 

Cj = C cosyo ® cosyi + ® cosyj. 

Ajoutons que, si Ton fait, pour abreger, 

A = cosao cosp, cosy* — cos a, cosp* cosy, + cos a, eosp* cosyo 
— cos«i'cosPo cosy*+ cos«* cosPo cosy, — cosa* cosp, cosyo, 
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on conclura des formules (4i) et (42) 

do ^ I — do ^2 "4" ^2 ^0 — ^0 ^2 ^2 ^0^1 ^2 ^0 

= (ABC -D=A -E2B-F*C + 2DEF)A 
= (A,i)l)3 — — C'lll) — + 2ffi£^)A; 

puis, en remplaQanta„, 4,, c, para«— scosao, — ^cosPi.c, — ^cosY2, 

(ao — .f cosao)(^i — •scos(3i) (Cj — icos'^) +ai&2Co + ^!>2^o<^i 

— l>sCi(do — scosixo) — Co«2(^i — •scosp, — «! i)o (C 2 — 500372 ) 

= [(A - s) (B - s) (C - 5) - D- ( A - s) - E^B - s) - F=(C -s)-h 2 DEF] A 
= [(Jli. — 5 ) (If!, — ^) (3 — 5) — (©'-(•)'“ _ j) _ £ 2 ( 1 )!, — i) _ ^*(S — •5) + aCDC^] A. 

En divisant par A la dernifere formule, on retrouvera evidemment 
I’equation (4o). 

Revenons maintenant a I’equation (25). Cette equation, etant du 
troisieme degre, aura au moins une racine reelle, a laquelle corres- 
pondront deux systemes de valeurs reelles de cos)., costJi, cosv, de- 
termines par la formule (27) et propres a representer les cosinus des 
angles qu’une meme droite, prolongee en deux sens opposes, fait 
avec les demi-axes des coordonnees positives. Cela pose, si Ton 
prend 

ao=l, j3o=fi, 70 = v, 

ou, en d’autres termes, si Ton choisit pour demi-axe des abscisses 
positives, dans le nouveau systeme de coordonnees, la droite qui 
forme les angles 1, (4, v avec les demi-axes des a:, y et z positives, on 
trouvera 

(44) cos4^=i, cos31l=o, cos3b = o; 

et les formules (36) donneront 

(45) X = s, C = o, #='o. 

Done alors la quantite A, sera precisement la racine reelle dont nous 
venons de parler. De plus, en vertu des formules (45), les equa- 
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tions (3o) et (Sy) deviendront respectiTement 

( 46 ) 2®-/5j = K, 

et 

(47) (A — — 5)(S — i) — (B2]=o. 

L’equation (46) n’etant pas alteree quand on y remplace en meme 
temps V] par — vj et ^ par — il en resulte que le nouvel axe des 
abscisses est un axe de la surface representee par cette equation. 
Quant a I’equation (iy)> si on la divise par le facteur -a — s, qui 
correspond a la racine s = cU, clle deviendra 

(48) s’— — = 

et fournira deux nouvelles racines reelles comprises dans la formule 



Done I’equation (aS), qui ne differe pas de I’equation (4;), a ses 
trois racines reelles., A ces trois racines correspondent trois droites 
qui sent autant d’axes de la surface proposee, et dont chacune, pro- 
longee dans un sens ou dans un autre, forme avec les demi-axes des 
coordonnees a;, y, 5, ou v], les angles a, a, v, ou DR, DZ, deter- 
mines par les equations (27) ou (35). Si I’on suppose toujours que 
Tune de ces droites coincide avec I’axe des on aura, comme ci- 
dessus, £ = o, # = o, et la premiere des equations (36) donnera 

(50) (5 — As) cos41=o. 

De plus, comme Tequation (60) devra etre verifiee, non seulement 
pour la droite correspondante a la racine s = jw, mais encore pour les 
deux autres droites, on aura necessairement, pour chacune de ces 
derni'eres, 

(51) cos.^ = o, 

a moins que I’equation (47) n’admette des racines egales. Done, si 

OJEuvres dc C. — S. U, t. V, 33 
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Ton excepte ce cas particulier, la droite correspondante a la racine 
s = X sera perpendiculaire aux deux autres, et, comnie dans I’equa- 
tion (5o) on peut prendre pour cl. Tune quelconque des trois racines 
reelles de I’equation (aS), nous sommes en droit de conclure que les 
trois axes de la surface du second degre se couperont a angles droits. 
On pourra done faire coincider les nouveaux axes des coordonnees 
avec les trois axes de la surface. Alors les equations (36) devront etre 
verifiees quand on reduira Tun quelconque des angles or,, oi, a 
zero et les deux autres a d’ou il results : i° que les trois racines 
de I’equation (25) seront egales aux coefficients designes par x, TJt, s ; 
2 ° que les coefficients ©, c, # s’evanouiront. On aura done a la fois 

(Sa) (D = o, C = o, ^ = 0 , 

et la formule (46) deviendra 

(53) 

Quant a I’equation (S']), elle se trouvera reduite a 

(54) (cl. — j) (Db — 5) (8 — 5) = o, 

et sera effectivement satisfaite si Ton egale s a Tune des trois quan- 
tiles X, lib, ©. 

II est facile de s’assurer directement que I’equation (53) represents 
une surface du second degre rapportee a ses axes, e’est-a-dire une 
surface dont trois axes coincident avec les axes coordonnes. En effet, 
pour demontrer cette assertion, il suffit d’observer que I’equation 
dont il s’agit n’est pas alteree quand on y remplace ^ par — v] par 
— Y] et ^ par — et que, par suite, touts section faite par un plan 
perpendiculaire a I’un des axes coordonnes est une courbe qui a pour 
centre un point de cet axe. 

Nous avons 6tabli la formule (53) en supposant inegales les trois 
racines de I’dquation (25). Si cette equation admettait deux racines 
egales et une troisieme racine distincte des deux premieres, on pour- 
rait concevoir que cette troisieme racine coincide aveeja racine x de 
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I’equation (47)- Alors, la formule (49) devant fournir deux valeurs 
egales de s, on aurait necessairement 



et par suite 

(55) ® = o, Ul) = S. 

Done les formules (46) et ( 47 ) deviendraient respectivement 

(56) = 

(57) (X — i)(l)l) — 5 )=rO. 

L’equation (56) est encore celle d’une surface dont trois axes coin- 
cident avec les axes des coordonnees. II est essentiel d'ajouter que, 
dans le cas present, les axes des coordonnees -q et ^ pourront etre 
deux axes quelconques perpendiculaires a I’axe des d’oii il resulte 
que la surface du second degre aura une infinite d’axes, dont Tun 
sera I’axe des ^ correspondant a la racine ci. de I’equation ( 57 ), tandis 
que les autres, perpendiculaires a I’axe des correspondront tous a 
la valeur tfo de I’inconnue^. On arriverait aux memes conclusions en 
cherchant a determiner par le moyen des formules (36) les valeurs 
de 4 ^, aro, x correspondantes a la racine ^ = ■ill). En effet, si Ton pose, 
dans ces formules, 

^ (© — o, C = O, ^-=2 0 , 5~\le)Z=:S, 

la premiere sera reduite a 

(58) (A, — a)l))cos<_ = o, 
ou, plus simplement, a 

(59) cos41=o, 

et les deux dernieres deviendront identiques, e’est-a-dire qu’elles se 
trouveront verifiees pour toutes les valeurs possibles des angles 
3IL, Done le premier de ces angles, determine par I’equation (Sg), 
sera un anffle droit. Mais les deux autres resteront indetermines. 
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Pour passer du cas que nous venons d’examiner a celui dans lequel 
on suppose les trois racines de I’equation (25) egales entre elles, il 
suffit de faire 

(60 ) lA) ~ eAf), 

Alors I’equation (56) devient 

(61) + = 

Dans la meme hypoth'ese, la formule (58), se trouvant verifiee, quel 
que soit.^, n’entraine plus I’^uation (Sg), et les trois angles 4;;^, oil, x 
restent indetermines. Done une droite quelconque menee par I’ori- 
gine peut alors etre consideree comme un axe de la surface. La meme 
conclusion.se deduit de i’equation (61), car cette Equation represente 
evidemment une surface spherique que Ton peut regarder comme 
ayant pour axe un quelconque de ses diametres. De plus, comme la 
surface spherique dont il s’agit devra 6tre encore representee par 
I’equation (i), il faudra que celle-ci coincide avec la formule 

( 62 ) (Ao ( K.y 

que Ton deduit immediatement de I’equation (61) combinee avec la 
suivante : 

(63) + 

Or les formules (i) et (62) ne peuvent coincider qu’autant que les 
coefficients A, B, C sont egaux a la quantite .A. et les coefficients D, 
E, F k zero. Done le cas ou les trois racines de I’equation (25) de- 
viennent egales est celui dans lequel on a simultanement 

(64) A = B = C, D = E = F — o. 

Il serait facile de prouver directement que, si I’equation (25) a 
toutes ses racines egales, les conditions (64) seront verifiees. En 
effet, si Ton remplace, dans I’equation (25), s par 

A + B + C 


5 + 


3 


3 
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on. obtiendra une autre equation de la forme 


— ps-^ q = o. 


(65) 

la valeur de p etant 

AB-AC— BC 




-!-D*-r E'-r-FS 


ou, ce qui revient au meme, 

(A-B)2-(-(A-C)^-i'B-CV2 


( 66 ) 


P = 


D--hE--F\ 


Cela pose, admettons que les trois racines de I'equation ( ao) de- 
viennent egales. Celles de I’equation (05) devront toutes s’evanouir. 
On aura done /> — o, ^ = o, et par suite 


(67) 


(A — Bl’-i-(A — C)2-t- (B-C)= 
6 


I)S4.E2-r-F==0. 


Or cette derniere formule entraine evidemment les conditions (64 >. 

Lorsque les quantiles A, B, C, D, E, F verifient I’equation ( 20 ), la 
surface (i) a une infinite de centres, et I’equation (aS) ou (38) a aii 
moins une racine egale a zero. Si Ton fait coincider cette racine avec 
celle que nous avons designee par x, la formule (53) deviendra 

( 68 ) 

et representera un cylindre dont la generatrice sera parallele a I'axe 
des Si deux racines de I’equation (25) devenaieut egales a zero, 
alors, en faisant coincider ces racines avec la valeur ni> de 5 qui veritie 
I’equation (S']), on reduirait la formule (56) a la suivante 


(69) 

de laquelle on tirerait les deux equations 
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propres a representer deux plans perpendiculaires a I’axe des II 
est inutile de chercher ce qui arriverait si I’equation (25) avait trois 
racines nulles : car cela ne peut arriver, a moins que les quantites 
A, B, C, D, E, F ne s’evanouissent simultanement dans I’equation (i), 
c’est-a-dire a moins que cette equation ne cesse de renfermer les 
coordonnees x, y, z. 

Les formules (56), ( 6 i), ( 68 ) et ( 69 ) etant comprises comme cas 
particulier dans I’equation (53), il suit evidemment de ce qui precMe 
quo I’equation, en coordonnees rectangulaires, de toute surface du 
second degre qui a un centre ou une infinite de centres, peut etre 
ramenee a la forme (53). Ajoutons que les coefficients representes 
par ji,, ifc, © dans la fo'rmule (53), ou, ce qui revient au meme, les 
racines de I’equation (54), setont les trois valeurs de 

K 

correspondantes aux points d’intersection de la surface avec les nou- 
veaux axes des coordonnees. C’est ce que I’on peut aussi demontrer 
directement, car si Ton cherche, par exemple, le point d’intersection 
de la surface avec I’axe des il faudra poser y) = 0 , ^ = o, el I’on 
tirera en consequence des formules ( 53 ) et (63) 

t- - K. K , 

^-=^-=x 75 ="^- 

Il est d ailleurs evident que cette derniere equation fournira pour Je 

rayon vecteur r une valeur reelle si le rapporf ^ est une quantile 

positive, etune valeur imaginaire si ce rapport devient negatif. Dans 
le premier cas, la valeur reelle de r sera la moitie de la distance com- 
prise entre les deux points oil la surface rencontrera Taxe des c’est- 
a-dire, en d’autres termes, la moitie d’un axe reel de la surface pro- 
posee. Dans le second cas, I’axe des sans cesser d’etre un axe de la 
surface, cessera de la rencontrer. 
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Soient maintenant a-, c- les valeurs nameriques des trois rap- 
K K K ^ 

X’ iib’ e’ sorte qu’on ait 


(72) 




a, b, c designant des quantites positives. Si Ton remplace les lettres 
C par les lettres x, y, z, la formule (53), divisce par K, deviendra 


(73) 




a- c= 

Cette derniere comprend huit autres formules, savoir : 1 “ I’eqiiation 


(74) 




qui represente un ellipsoide dont les trois axes sont 2 fl, 2b, ac; 
2 “ les trois equations 


(75) 

^ 

(76) 


(77) 

6® 


c* 


dont chacune represente un hyperboloide a line nappe [i.'or> la for- 
mule (io3) de la quatorzieme Legon] ; 3° les trois equations 


(78) 

(79) 

(80) 


y z- 

a:® y® 3® 


a® A® ' c® 


dont chacune represente un hyperboloide a deux nappes [wirTequa- 
tion ( 124 ) de la quatorzieme Legon]; 4“ I’equation 
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qui ne represente rien, attendu qu’on ne pent y satisfaire par des va- 
leurs reelles des coordonnees. Si deux des trois quantites ift, e de- 
yiennent egales entre elles, les ellipsoides ou les hyperboloides ci- 
dessus mentionnes seront de revolution. Si Ton suppose As = ift, = e, 
la formule (yS) se reduira evidemment, soit a I’equation 

(82) 

qui represente une sphere; soit a I’equation 

(83) + + = 


qui ne represente rien. Enfin, si une ou deux des quantites JC, ift), s 
s’evanouissent, une ou deux des quantites a, b, cdeviendront infinies, 
et la formule (yS) cessera de renfermer les trois coordonnees cc,y, z. 
Ainsi, par exemple, en supposant 8 = 0 , on aura c = 3 c; et la for- 
mule ( 73 ), rMuite a 


(84) 



= 1. 


renfermera : 1 ° I’equation 
(85) 





qui represente un cylindre elliptique dont la generatrice est parallele 
a I’axe des s; 2 ® les deux equations 


( 86 ) 





= 1, 


( 87 ) 



= r. 


dont chacune represente un cylindre hyperbolique, ayant encore pour 
generatrice une droite parallele a I’axe des z-, 3“ i’equation 


( 88 ) 


X 




qui ne represente rien. Si Ton egalait a zero deux des quantites <JU, 
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s, si Ton snpposait, par exemple, Di = o, 3 = o, alors on aurait 
6 = CO, c = ic; et, par suite, la formule TyS ), reduite a 



comprendrait I’equation 

( 90 ) jc-=a\ 

qui represenfe deux plans perpcndiculaires a I’axe desa*. etl’equatioji 
(9O x'-=.— a\ 

qui ne represente rien. 

Le cas oii le second membre de la formule (1) s’exanouit merite 
une attention particuliere. Dans ce cas, I’equation ( 53 1 se reduit a 

(92) 3 ;^=o. 

Si, de plus, on designe par a^, b-, c- les valeurs numeriques des 
rapports en sorte qu’on ait 


*==*'’• i==‘-=. 

a, b, c designant trois quantites positives, et si Ton remplace encore 
les letfres yj, u par les lettres x,y, z, la formule (92) deviendra 


(94) 



y2 

P 



= o. 


Cette derniere comprend quatre autres formules; savoir : 1“ I’equa- 
tion 



qui represente I’origine des coordonnees, attendu qu’on ne peut v 
satisfaire qu’en posant a la fois a; = o, r = o, 5 = o; 2“ les trois 

OKKi're* lie C’.— s. II, t.V. 34 
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equations 

^96) 



^2 



* 07 



c- 


y- 

w 


(98) 



X- 

a" 


dont cliacune rcpresente un cone a base elliptique, qui a pour 
sonimet I’origine, etpour axe Tun des axes coordonnes. Si deux des 
quantites a, di,, g devenaient egales. Tun des trois cones pourrait 
etre considere comme ayant pour base un cercle trace dans un plan 
perpendiculaire a I’axe. Si Ton supposait »i. = ui) = G, alors, dans 
chacun des trois cones, la base serait circulaire, et deux generatrices 
opposees, comprises dans un meme plan passant par I’axe, seraient 
perpendiculaires entre elles. Enfin, si un ou deux des coefficients ai., 
jft), G se reduisaient a zero, une ou deux des quantites a, b, c de- 
viendraient infinies, et la formule (94,) cesserait de renfermer les 
trois coordonnees x, y, s. Ainsi, par exemple, en supposant 3 = o, 
on trouveraitc = ac; et la formule (94). reduite a 



renfermerait : i^l’equation 

_y2 y! 

(100) — 4 -^ = 0, 

a- O" 


qui represente I’axe des .s, attendu qu’on ne peut y satisfaire qu’en 
supposant a la fois x = o, y = o; 2° I’equation 


(lOl) 


y- 


qui se decompose dans les deux suivantes 


X y X Y 

a o a b 


et represente, en consequence, deux plans passant par I’axe des Si 
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I'on supposait en meme temps dl = o ct 2 = o, on aurait h = 
c = cc, et la formule ( 9 ^), reduite a 

(■'02) J-"— O, 

represen terait le plan meme des r, 

II est essentiel d’observer que la methode par laquelle on r^uit 
I’equation (i) a la formule (53 ) est independante de la valeui* 
attribuee a la quantile K, et qu’en consequence les axes de la sur- 
face (i ) ne changeront pas de direction si Ton fait varier la quantite K 
sans changer les valeurs des coefficients A, B, C, D, E, F. Cela pose, 
concevons que, k designant une quantite positive, on prenne succes- 
sivement 

K = /•, K — — K = o. 

A la place de I’equation (i), on obtiendra les trois suivantes : 

(.io3 ) Aar- -i- B -H Ca-T- 2 D/S 2E-ar -r 2Fa‘y — k, 

(io4 ) Aar- 4- B/- 4- 4- 4- 2 E 3a? 4- 2 Fa?_>' s=: — k, 

(ro3 ) Aa?^4- B 7 - 4 - C3®4- 2 D/3 4 - 2E3a? 4 - 2 Fx/ = o, 

qui representeront trois surfaces dont les axes seront les memes, et 
qui pourront etre converties, par la methode indiquee, en trois autres 
equations de la forme 

(106) ol,4’4-Dl.rj=4- 2^-’:= A-, 

(107) .l,;^ 4 -itl.rj= 4 - - A-, 

(108 ) els),!" ~i“ — r“ O. 

Or, en raisonnant comme ci-dessus, on s’assurera facilement que 
I’equation (108) est propre a representer : i“ un point unique, savoir, 
I’origine, dans le cas ou ife, 2 sont des quantiles de meme signe 
et differentes de zero; 2 “ un cone du second degre, dans le casoii -i, 
'll!., 3 regoivent des valeurs differentes de zero, mais de signes divers; 
3® une droite, savoir, Fun des axes coordonnes, lorsque deux des 
coefficients ni., s sont des quantiles de meme signe, le troisieme 
etant nul ; 4° deux plans passant par Fun des axes coordonnes, lorsque 
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deux clos coefficients dont il s’agit sont de signes contraires, le troi- 
sieme etant nul; 5 " un des plans coordonnes, dans le cas oil deux des 
quantites -A, ii!., 3 s’evanouissent. De plus, on reconnaitra sans peine 
que les equations (loG) et (107) representent, dans le premier cas, 
un ollipsoide et une surface imaginaire; dans le second cas, deux 
hvperboloides dont Tun se compose d’une seule nappe, tandis quo 
I’autre offre deux nappes distinctes ; dans le troisieme cas, un cylindre 
elliptique et un cylindre imaginaire; dans le quatrieme cas, deux 
cylindres hyperboliques; enfin, dans le cinquieme cas, deux plans et 
une surface imaginaire. Ajoutons que, dans le second cas et dans 
le quatrieme, les trois surfaces representees paries equations (io 3 ), 
(io 4 ), ( io 5 ) s'approchent indefiniment Tune de I’autre a mesure 
que Ton s’eloigne de I’origine des coordonnees. II resulte, en effet, 
de la remarque faite dans la treizieme Legon (page 212), que, si par 
I’origine on mene un plan quelconque, le's droites d’intersection de 
ce plan avec la surface ('io 5 ) seront les asymptotes des courbes sui- 
vant lesquelles il coupera les surfaces (io 3 ) et (104;. 

Nous avons prouve qu’il suffisait de transformer les coordonnees 
rectangulaires x,y, z de requation(i) en d'autres coordonnees r,, ‘C 
rectangulaires elles-memes et relatives a de nouveaux axes convena- 
blement choisis, pour reduire, dans tous les cas possibles, I’equa- 
tion (i) ala formule ( 53 ). La transformation de coordonnees dont il 
est ici question s’opere a I’aide de certaines valeurs particulieres 
attribuees dans les formules (28) aux angles a^, a,, 

Pa* Ta* et en verlu desquelles le polynome 

C-’-i- 2 Dj 5 -i- I'Ezx -h z'Fxy 
devient identiquement egal au trinome 

Or il est clair que la meme transformation changera la fonetion li- 
neaire et homogene de a;, v, s, representee par la somme 


Gj? + Uy ■+• Is, 
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en une fonction lineaire et homogene des r,, c’est-a-dire en un 
trinome de la forme 

Q, -5 designant de nouvelles constantes, et quo par suite elle re- 
duira I’equation (i j^, c’est-a-dire Tequation generale des surfaces du 
second degre, a la formule 

(fog) -h X.r, - . 3 ; - K. 

De plus, la derniere des equations ( Sq) donnora 

(no) .Aiil,£ = ABC-AD--BE--CF--f 3nEF. 

Cela pose, si I’expression ( 19 ) a une valeur differente de zero, on 
pourra en dire autant du produit Done alors aucun des coelli- 

cients -A, ifti, 3 ne s’evanouira. Si, dans la meme hypothese, on prend 

/ N _ .3 


le point (jT,,, Tfl, s,) sera evidemment un centre de la surface. Car il 
suffira de transporter I’origine a ce point, et de remplacer en con- 
sequence Y]', ^ par ■/; -I- Vu, pour reduire I’equa- 

tion ( 109 ) a la formule 

(112) oVf 411)1.7]=-+- 3 ;==K-(-Aj7= - DVg-t- -3;„’. 

On pent remarquer d’ailleurs que I’equation (jia ) est semblable pour 
la forme a Fequation (53). 

Concevons maintenant qu’un seul des coefficients A, ift, 3 s’eva- 
nouisse, et que Ton ait, par exemple, £ = o. Alors, la valeur du 

rapport ^ devenant infinie, ou indeterminee, la surface ( 109 ) n’aura 

plus de centre, ou en aura une infinite, suivant que la quantite 5 sera 
ou ne sera pas egale a zero. Dans la meme hypothese, si Ton fait 
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il sufiira de transporter I’origine au point pour ramener 

I’equation ( 109 } a la forme 

{114) als £" -T- "I***? ‘fr -r- '3 ^ = o. 


On conclura de celle-ci que la surface proposee a pour axe I’axe des 'C. 
Soient maintenanl a-, les valeurs numeriques- 4 -. — , et - la valeur 

^ l)b 2 

duproduit en sorte qu’on ait 

I ^ I A' a- _i c 

^ cL lib ^ ^ (5 2 

et supposons que I’on remplace les lettres v], ‘C par les lettres x, v, z, 
la formule (ii4) deviendra 


II 16) 




25 
C ’ 


et renfermera : i" I’equation 


('171 



25 

C 


qui represente un paraboloide elliptique \voir la formule (09) de la 
quatorzieme Legon]? 2° I’equation 



qui represente un paraboloide hyperbolique [roirla formule ( 68 ) de 
la quatorzieme Legon]. Si Ton avail = iib, on trouverait, par suite, 
« = 6, et I’equation (ii4) ou (i 17) representerait un paraboloide de 
revolution. Enfin, si i’on supposait 5 = 0, on trouverait c = ac, et 
I’equation (i 16) coinciderait avec la formule (99). 

Concevons encore que, dans Tequation (109), deux des coelB- 
cients -.u, iib, e s’evanouissent, et que Ton ait, par exemple, ub = o, 
S = o. Alors, si Ton suppose toujours la valeur de x^, determinee 
par la premiere des equations (11 1), et si, de plus, on designe par jo 
et z^ deux valeurs de vj et de t propres a verifier la formule 

(*>9) 3ej-,-t-35,rrK — — gar„ 
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il suffira de transporter I’origine au point ( Xu, Vg, ~-,i) pour reduire 
r^uation (109) a 

t'l20) A) ■/)-+- .1^ = 0. 

Lorsqu’on a -3 = o et que, dans la formule (120), on remplace les 
lettres ■/] par les lettres x, y, cette formule so reduit a 

(121) jej = o. 

Cette derniere represonte cvidemmcnt un cylindre qui a pour base 
une parabole comprise dans le plan des ir, r, et pour generatrice une 
droite parallele a I’axe des s. Elle representerait le plan des r, r si 
Ton avait 3 e = o. Ajoutons que, dans le cas meme oil -3 n’est pas nul. 
on peut transformer I’equation (120) de maniere qu'elle devienne 
semblable a I'equation (121). Pour y parvenir, il suffit de remplacer 
la lettre ^ par la lettre x, et de poser 


( 122 ) 


■TCV1-4-.3; 


ce qui revient a prendre pour axe des y une droite perpendiculaire a 
I’axe des ? et menee par I’origine de maniere a former a3’ec les demi- 
axes des v] et des ^ positives deux angles dont les cosinus soient res- 
pectivement 

5 e .3 


En effet, si Ton nomme S,,, S,, les trois angles formes par la droite 
dont il s’agit avec les demi-axes des v) et Z, prolonges dans le sens 
des coordonnees positives, on aura 

cos^o—Oj cos 61:^ ■ --■——7 ? cos €^3= — r-r: 


et r^uation 


J = ^ cos So 4 - TO COsSj 4- ? cos^a 


se reduira evidemment a la formule (122), en vertu de laquelle 
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I’equation f 120) deviendra 

Celle-ci est semblablc a I’equation M21) et represente de meme un 
cylindre a base parabolique. 

Si, dans les calculs qui precMent, on echange entre eux les axes 
des coordonnees, on obtiendra successivemenl toutes les formules 
qui se trouvent comprises comme cas particuliers dans I’equa- 
tion uop). 

En resume, Ton voit que les surfaces courbes qui peuvent etre 
represcntees par cette equation se reduisent a la surface de la 
sphere, a celles de I’eHipsoide, de Thyperboloide a une 011 deux 
nappes, du parabolo'ide de revolution, du paraboloide elliptique ou 
hyperbolique, du cone a base circiilaire ou elliptique, enlin du 
cylindre droit qui a pour base un cercle, une ellipse, une parabole 
ou une hyperbole. De plus, il arrive quelquefois que I'equation (109) 
represente un ou deux plans, une ou deux droites, ou un point 
unique, ou meme qu’elle ne represente rien. II est bon d’observer 
que, dans le cas oh i’equation (log) represente une surface cylin- 
drique, les droites que Ton peut considerer comme axes de cette 
surface sont en nombre infini. En effet, en vertu des definitions 
ci-dessus adoptees, on peut appeler axe d’une surface cvlindrique 
a base elliptique ou hyperbolique, non seulement la droite qu’on 
nomme ordinairement axe du cylindre, et qui renferme les centres 
des ellipses ou hyperboles dont les plans sont perpendiculaires aux 
generatrices, mais encore les axes de ces memes courbes, attendu 
qu’un plan perpendiculaire a I’un de ces axes coupe toujours la sur- 
face cvlindrique suivant deux generatrices egalement distantes du 
point oil il rencontre cet axe. De meme, si I’on coupe un cvlindre 
parabolique par des plans perpendiculaires aux generatrices, les 
axes des diverses paraboles qui seront les courbes d’intersection 
pourront etre considercs comme autant d’axes de la surface du 
cylindre dont il s agit. Dans le cylindre droit a base circulaire. 
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tous les rayons cles cercles compris dans des plans parallldes au plan 
de la base sont des axes de la surface. 

II ne sera pas inutile de remarquer que les surfaces representees 
par les equations ( 53 ) et (109) ont leurs axes paralleles, et que par 
suite on peut en dire autant des surfaces representees par les equa- 
tions (i) et (i5). 

Probleme II. — Trouper, silyci lieu^ le centre de la courhe da second 
degre representee par le systeme des deux equations 

( B j--r -r- -f- j =: K, 

(124) ; 

( ^ cos/. -4-7 cos,a -h ^ cosv = A-. 

Solution. — Soient les coordonnees du centre de la 

courbe. Si Ton transporte I’origine a ce centre en rempla^ant x. v, ;; 
par a? 4- a?o, j 4- jo, js 4 - les formules (124) deviendront 

( Air-4- Bj- 4- 2D75 + 2E;;57 4- 2 Fj?7 

(125) j 4- 2 [(A^o4- F 70 + 4“ Byo+ 4 - (Ej7o4- GJu) 

! — K — ( A ^5 4- B/J 4 - 0.^5 4- 2D70-04- 2 E:;oiry 4 - 2Firo7o), 

(126) cos). 4-7 C0SfJl4 .SCOSV = A" — (iTo COS>. 4-J'(>C0S/X 4* -y COSV;: 

et le systtoe de ces deux dernieres ne devra pas etre altere quand on 
y remplacera x par — x, y par — r et par — Or cette condition 
sera remplie si Ton suppose 

(127) .To COSA 4-70 C0S|X4 -0 COSV 

et 

, Aa?o 4 - F70 4 - E^o F^q 4 - B 7 o 4 D^o E^o 4 - D 7 o 4 - 

^ COsX COS|X COSV 

Alors, en effeC Tequation (126) sera reduite a la formule 

(2) cosX 4-7COSP. 4- COSV = 0, 

qui n’est pas alteree par le cbangement de signe des coordonnees 

QEuvres de €. — S. II, 1. V, 35 
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X, Y, s:, et de laquelle on tire, en la combinant avec la formule (128), 

(129) (Xxn-i- F/o + (Fa;o-f-B_yo + D5o)y + (E^o + D_7o+ 0^0)3 = 0. 

De plus, si Ton a egard a I’equation (129), la formule (laS) deviendra 

j Aa;^+Bj/=-i- 2Dy5 -t- 2E5a; -1- 2Fa;j 
/ =K — ( AiSjJ + B^/j + C-J + 2Dyo5o+ 2E-(iar(i -r- 2 FX 0 >'o), 

et remplira encore la condition prescrite. Les formules (127) et (128) 
sufFisent pour determiner les coordonneesa;o,yo» -0 du centre cherche. 
La premiere exprime que ce meme centre est compris dans le plan 
represente par I’equation (126), c’est-a-dire dans le plan de la courbe 
donnee. D’autre part, comme, pour obtenir le point ou la surface (i) 
est rencontree par le rayon vecteur mene de I’origine au centre dont 
il s’agit, il faut assujettir les coordonnees x, y, z de la surface (i) a 
Tequation 



et que les formules (128) et (i 3 i) entrainent I’equation (98) de la 
Le?on precedente, savoir 

„ . Aa:-i-F_7 + Ej Fj; - h B jk - t-D- E a ; -h Dj' 4 - C 5 

* ^ cos>. cosp. cosv ’ 

on peut afBrmer que le point de rencontre sera precisement le point 
de contact de Tellipsoide avec un plan tangent parallele au plan de 
la courbe. 

On resout facilement les equations (127) et (128) en operant 
comme il suit. Si Ton designe par t la valeur commune des trois 
fractions comprises dans la formule (128), on aura 

f Aa:o+ Fyo + E5c,= fcosX, . . 

(|33) < F^ToH- B;> fo-l-D5o= fcosp, 

( E G— 0 = i cosy. 


Ces derniires equations, etant semblables aux formules (17), se 
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resoudront de la meme maniere et donneront pour r^, des 
valeurs egales a celles que fournissent les equations (i 8 ) quand on 
remplace dans les seconds membres les quantiles G, H, I par les 
produits — fcosX, — icos^, —tcosv. On aura done 

I _ (BC — Ds)cosA-i-(DE — CF)cosfi + (Fl) — BE)cosv, 

° ABC — D’- A — E^ B — F“ C -r 2 DEF 

_ (DE-CF)cos?.-h(CA-E»)cos|x^(EF-ADUosv 
ABC — D^A — E^B — F^C+ 2DEF 

„ _ (FD — BE) cosA -f- (EF — AD) cosfx -f- (AB — F^) cosv , 

ABC — D’-A — E=B — F-G -i- 2 DEF ^ '• 

Si Ton substitue les valeurs precedentes de j:„, -o dans I’equa- 
tion (127) et si Ton fait, pour abreger, 

/ P^(BC — D-)cos=A 4 -(CA — E-)cosV 
(i35) I - 1 - (AB — F®) cos^v -1- 2(EF — AD)cosfAC03y 

( H- 2 (FD — BE) cosv cos). 4 - 2 (DE — CF) cos) cosp, 


on trouvera 
(i36) 


ABC - DU - E*B - F=C 4 - 2 DEF 

A; 


et, par suite, on tirera des equations (i34) 

I (BC — D*)cos) 4-(DE — CF)cosfji4-(FD — BE)cosv , 

I ;27q — p A* , 

, „ . 1 (DE — CF) cosA -}- (CA — E-) cosfx -f- (EF — AD) cosy , 

(107 ) ^ J^'o — p A, 

I _ _ (FD — BE) cos)4- (EF — AD) cosfjL4- (AB — F=) cosv , 

I -o~ p 

Celles-ci fourniront un systeme unique de valeurs finies de Vo, 
lorsque la quantile P ne sera pas nulle. Done alors la courbe proposee 
aura un centre unique. Ce centre sera I’origine elle-meme, si la quan- 
tile A s’evanouit. 

Si la quantile P se r6duisait a zero, les valeurs de a:,, s, devien- 
draient infinies ou indeterminees. Dans le premier cas, la ligne du 
second degre representee par le systeme des Equations (124) ne pour- 
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rail etre qu’une parabole; dans le second cas, cette ligne se transfor- 
merait en un systeme de deux droites paralleles. 

Si Ton transporte I’origine au centre de la courbe (124). les 
equations de cette courbe deviendront semblables aux formules (i) 
ot (2 ). On conclut de cette remarque que, pour trouver les axes de 
la courbe (124), il sufBt de resoudre le probleme suivant : 

Procle-ME hi. — Determiner les axes de la courhe du second degre 
representee par les deux equations 

(1) A -t- B r* -t- 05*-+- -i- aEsa? -+- = K, 

(2) j:cosX-i-jcos|x-H 3 COSv = 0. 

Solution. — Si I’on transforme les eoordonnees x, y, z, supposees 
rectangulaires, en d’autres eoordonnees rectangulaires y], L et si 
Ton prend pour axe des t, la droite perpendiculaire au plan repre- 
sente par la formule (2), les equations de la courbe proposee se 
changeront en deux autres de la forme 

(i38) -A'*-H-T)b-/]*-i-3t*-i-2CDYi?-H2£?>-i-2.?'-0 = K, ? = o, 

et par consequent la courbe, etant rapportee a des axes rectangulaires 
situes dans son plan, aura pour equation 

(iSg) .l.'=-t-aibYi* + 2#'Y5 = K. 

Lorsque I’equation precedente peut etre verifiee par des valeurs 
reelles des eoordonnees tq, elle represente une ellipse, ou une 
hyperbole, ou le systeme de deux droites paralleles et situees a egales 
distances de Torigine, suivant que la difference 

est une quantite positive, ou negative, ou nulle. Ajoutons que I’ellipse 
se reduit a un point, et I’hyperbole au systeme de deux droites qui se 
coupent, toutes les fois que le second membre de Tequation, ou la 
quantity K, s’evanouit. Cela pose, admettons d’abord que la courbe 
soit une ellipse. Cette ellipse aura deux axes qui se couperont a 
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angles droits, et si Ton nomme a, b les deux demi-axes, a, b seront 
les valeurs maximum et minimum du rayon vecteurrmene de Turi- 
gine a un point de la courbe. La question se reduira done a cherclier 
la plus grande et la plus petite valeur de la fonction r determinee par 
I’equation 

(i3) 

en supposant les variables x, y, z liees entre dies par les equa- 
tions (i) et (2). Or, pour y parvenir, il faudra egaler a zero la diffe- 
rentielle du rayon vecteur r ou de son carre r-, et, comme on tire de 
I’equation (r 3 ) 

d d( r^) = r dr = X dx -hi' dy -h 5 dz^ 

on obtiendra, en operant comme on vient de le dire, la formula 

(140) X dx y dy -T- zdz — o, 

de laquelle on devra eliminer dx, dy, dz a I’aide des equations diffe- 
rentielles de la courbe donnee, e’est-a-dire a I’aide des deux formules 

(1 4 1) (Aa:-(-Fy-hE5)<fx-i- (Fa:-l-By-+-D-) «?y'-i-{Ea:-hDi'-(-C3)rf5 = o, 

(142) cos X ifa: -t- cosptrfj-i- cosy = o. 

Observons maintenant que, pour effectuer Telimination de dy et dz 
entre les formules (i 4 o), (i 4 i). (142), il suffira de les ajouter, apres 
avoir multiplie deux d’entre dies, par exemple, les formules (140^ 
et (142)* par des coefficients indetermines, puis de choisir ces coeffi- 
cients de maniere que I’equation resultante ne renferme plus ni dy, 
ni dz. Alors, le premier membre de cette equation se trouvant reduit 
a la differentielle dx multipliee par un facteur, le facteur dont il 
s’agit devra lui-meme s’evanouir. Or, si Ton designe par — 5 et 
par — l les deux coefficients indetermines dont il est ici question, 
I’equation resultante se presentera sous la forme 

{kx -h Fj' -h'Ez —sx — t cosl) dx 
-t- (Fa; 4- Bj' -h Da — sjf — icosfi) dy 
(Ea: -t- Dy -h Cs — sz — t cosv ) ds zzzo; 
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et si, apres avoir choisi les coefficients s, t de maniere a faire dispa- 
raitre les differentielles dy et dz, on egale encore a zero le coefficient 
de la differentielle doc, on aura evidemment 

I A.r -i- Fj + E.S =5^; -h « cos?., 

(i43) F^ 4- B/ -!- D- = -1- i cosfi, 

I Eoc -i- Dy -h Gs:=zsz -hi cosy. 

Si Ton ajoute ces dernieres formules, apres avoir multiplie la pre- 
miere par X, la seconde par y, la troisieme par on trouvera, en 
ayant egard aux equations (i) et (i3), 

K = sr\ 

La valeur de s sera done 

(24) S=y^. 

Si Ton adopte cette valeur de s et si Ton observe d’ailleurs que les 
equations (i43) peuvent s’ecrire comme il suit : 

I (A — 5).r-4- Fj 4- E.3 = f cos?, 

(l44,l I F«-4-(B — S)y 4-D3=:fC0Sfjt, 

I Ea: -h By -h (C — s)s = t cos'J, 

on reconnaitra qu’il suffit de remplacer les quantites A, B, C par les 
differences A — B — ^, C — s : i” dans les seconds membres des for- 
mules (i34); 2 ° dans la valeur de P que fournit I’equation (i35), 
pour obtenir, d’une part, les valeurs des coordonnees x, y, z cor- 
respondantes au maximum et au minimum du rayon vecteur r, et, 
d’autre part, le coefficient de t dans I’equation ( 2 ), ou plutot dans 
celle qu’on en deduit par la substitution des valeurs de x,y, z. Or, 
en divisant par t I’equation dont il s’agit, on trouvera 

[(B-s)(C-5)-D»]cos*? 

-I- [(C — 5)( A — s) - E*] cos* 

4 - [(A — s) (B — s) — F*] cos*v 
4 - 2 [EF — (A — s)D}cosj:iCOSv 
4- 2[FD — (B — s)E] cosv cos? 

4- 2[DE — (C — s)F3 COS? COS{X = 0, 
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ou, ce qui revient au meme, 

/ - [(B + C ) cosn (C A ) cosV + ( A -r B) cos^v 

j — aDcosficosv — aEcosvcosX — 2 Fcosacos!ii]« 

I + (BC - D*) cos=X + (CA- E) cosV + (AB - F’) cos-v 
[ + 2 (EF— AD) cosfjL co3'j+ 2(FD — BE) cosv cos), -i- 2 {DE — CFi cos). cosfi=o 

De plus, on tirera des formules (i34), apres y avoir remplace 
par X, y, z, et A, B, C par A — f, B — C — y. 


[(B - s)(G - sj - D'] eosA + [DE - (G - .s; F] cos.^ [FD - 1 B - .s E] co>v 
y 

[DE — (G — y)F]cosA^-[^G — y)(A — s) — E-] cos/i-i- [EF — i.A — .s-iD] cosv 
[FD — (B — y)E] cos), ■+■ [EF — (A — s)D] cos,a + [(A — fuB — vj — F-] cosv 



Enfin, si Ton nomme a, p, y les angles formes par le rayon vecteur 
maximum ou minimum avec les demi-axes des coordonnees positives, 
oh aura 

. ,n. cos a _ COS (3 _ cosy 

(14 _____ _ 

et, par suite. 


(•49) 


I cos a 

[(B — y)(G — s) — D®] cos), -i- [DE — (G — y)F] cosfi -t- [FD — (B — y)E] cosv 

cos^ 

j ~ [DE — (G — j)F]cos^ + [(C — y)(A — y) — E*] cosfz-i- [EF — (A — .s)D]eosv 

I cos y 

\ “ [FD — (B — s)E]cosX + [EF — (A — s)D]cosfH-[(A — y)(B — .?) — F*]cosv 


Lorsque la courbe proposee est une ellipse, ainsi que nous I’avons 
d’abord admis, I’equation (i46) fournit necessairement deux valeurs 
reelles de 

K 


correspondanfes a la valeur maximum et a la valeur minimum du 
rayon vecteur r. Alors, si Ton designe par a et b les demi-axes de 
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I’ellipse, les deux racines de I’equation (146) seront 



et Ton aura, en cons^uence, 

K ^)=(B -I- C) cos'). + (C + A) cos'fjL -i- (A ^ B) cos'v 
— aDcosfJicosv — sEcosvcos). — 2 F cos/.cosft, 

= (BC - D') cos'i + (CA - E=) cos'fJL + ( AB - F' ) cos'v 
+• 2 (EF — AD } cosfi cosv + 2 (FD — BE) cos V cos). + 2 (DE — CF) cos), cos ft'. 

De plus, a chacune des deux valeurs de s, ou, ce qui revienl au 
meme, a chacun des axes de I’ellipse, correspondront des valeurs 
reelles de a, y, determinees par la formule (149) reunie a I’e- 
quation 

(i5i) cos'a + cos'|5.^-cos'‘/ = i, 

etces valeurs representeront les angles formes par Tun des axes de 
I’ellipse, prolonge dans un sens ou dans un autre, avec les demi-axes 
des coordonnees positives. 

L’ellipse que nous venons de considerer se transformera en un 
systeme de deux droites paralleles, si Tune des quantites a, b devient 
infinie. Alors celle des deux quantites qui conservera une valeur 
finie representera la moitie de la distance entre les deux parallMes, 
et les angles a, p, y, determines par les equations (149). seront pre- 
cisement ceux que formeront les deux parall^es et la distance dont il 
s’agit avec les demi-axes des coordonnees positives. 

Si les quantites a, b devenaient egales, I’ellipse se changerait en 
un cercle, et les valeurs des angles a, p, y deviendraient indeter- 
minees. 

Concevons, maintenant, que la courbe proposee devienne une 
hyperbole. Alors le rayon vecteur r admettra une valeur minimum 
qui sera la moitie de I’axe reel de I’hyperbole; et si Ton nomme 2a 
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cet axe, I’equation ( 14G,) aura necessaircment une racine reelle, 
savoir, 

K 


Done, par suite, les deux racines de I'equation ('i 4 G iscront reelles. 
De plus, a chacune de ces racines correspondront des valours reelles 
de a, Y, determinees par le systeme des formules 1149), • i 5 i s et 
propres a representor les angles quo fait une eertaine droite pro- 
longee dans un sens ou dans un autre avec les demi-axes des coor- 
donnees positives. D’autre part, on peut aflirmer : que les deux 

valours de^ et les directions des droites correspondantes a ces valeurs 
seront independantes de la quantite K, qui ne se trouve comprise ni 
dans I’equation (i 4 Gj, ni dans la formule (i 49 ,); qu^ I'unc des 
deux droites coincidera toujours avec I’axe reel de I'hyperbole pro- 
posee. Enfin, il suit de la remarque faite dans la treizieme Leeon 
(page 212) que, si Ton fait varier K dans les equations (i ; et ( 2 >, les 
diverses hyperboles representees par ces equations auront toutes les 
memes asymptotes, et, par consequent, les memes axes. Seulement, 

K 

lorsque la quantite K changera de signe, le rapport ^ en changera 

pareillement, en sorte que I’axe reel 2a ne pourra plus correspondre 
a la meme racine de I’equation ni conserver la meme direction. 

II resulte de ces observations que I’equation ( i 4 G^ a pour racines, 
dans I’hypothese admise, deux quantites de signes contraires, dont 
I’une fait connaitre les axes reels des hyperboles correspondantes a 
des valeurs positives de la quantite K, et I’autre ceux des hyperboles 
correspondantes a des valeurs negatives de la meme quantite. On 
doit ajouter que ces deux especes d’axes reels coincident avec les 
deux droites qui divisent en parties egales les angles formes par les 
asymptotes communes a toutes les hyperboles dont il s’agit, et que 
ces deux droites, perpendiculaires entre elles, sontprecisement celles 
que Ton determine a I’aide des formules.(i 49 ) et (i 5 i). 

Lorsque la quantite K s’evanouit, les equations (i) et (2) repre- 
Q£upre« rfe C. — S. n, t. V. 36 
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scnlent les asymptotes communes aux diverses hyperboles, et les 
angles a, 7 , determines par les formules (i 49 ) et ( toi), repondent 
toujours aux deux droites que nous venons d’indiquer. 

La recherche des axesde la courbe representee par les equations (i) 
et (2 t deviendrait beaucoup plus facile, si Ton substit'uait a ces 
memes equations la formule (iBp). Alors, en effet, on devrait rem- 
placer, dans la formule (i46 1 , les quantites A, B, F par -a., di>, -f, le 
(rosinus de Tangle v par Tunite, et les quantites C, D, E, cosX, cosa 
par zero. On trouverait de cette maniere 

i,i52 j s- — -r Ul))5 A- -ADb — 3 -— 0 . 


Cette derniere equation, qui s’accorde avec la formule (to) de la 
onzieme Leeon de Calcul diSerentiel, a evidemment deux racines 
reelles, savoir. 


. -Ao-hllH ^ /-I, — 

= {-T-} ’ 


2 

a. 111 


5) / — iii) \ ^ 


et ces deux racines , sont des quantites de meme signe ou de signes 
contraires, suivant que la difference Anb — P est positive ou nega- 
tive. Dans le premier cas, on tire des formules (i5o) 



Nous ferons remarquer, en terminant cette Le^on, que les for- 
mules (Sg), (i5o), (i54> indiquent certaines proprietes des courbes 
ou des surfaces du second degre. Ainsi, par example, si Ton con- 
sidere une ellipse representee par Tequation (iSg), et si Ton 
nomme r„, les rayons vecteurs menes du centre de Tellipse aux 
points oil elle rencontre les axes des \ et des y], on aura 
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et, par suite, la premiere cles equations i i j4 i donnera 

''l55 ) -L ^ ~ 

rl ‘ r] a- ‘ fy- 

(^ette clerniere formule comprend un theoreme qu6? ron pout enoncor 
comme il suit : 

Theore3ie I. — Si, dans une ellipse, onrnene arbilrairement dii centre d 
la circonjerence deux rayons vecteurs qui se coiipent a angles droits^ et 
SI I on du'ise successwement V unite par le carre de chacun de ces rayons 
vecteiu's, la somme des quotients sera une quantile constante egale a la 
somme qii on obtiendrait en faisant coincider les deux rayons vecteurs 
avec les deux demuaxes de V ellipse, 

Lorsque T^uation (i Sq) represente une hyperbole, on obtient, ea 
changeant seulement le signe de la quantile K, une seconde hyper- 
bole qui a le menoe centre, les memes asymptotes et les menies axes, 
avec cette difference, que Faxe reel de la premiere est perpendicu- 
laire a Taxe reel de la seconde. Nous dirons que ces deux hyperboles 
sont conjuguees Tune a Fautre. Cela pose, en substituant a Fellipse 
un systeme de deux hyperboles conjuguees, on reconnaUra facilement 
que le theoreme I devra etre remplace par la proposition suivante : 

Theoreme II. — Si, apres acoir trace deux hyperboles conjuguees 
Vime a r autre, on mine arhitrairement du centre commiin de ces deux 
hyperboles, soil a V une d'elles. soit a rune et d 1' autre, deux rayons 
vecteurs qui se coiipent d angles droits, et si Uon dicise successwemeni 
r unite par le carre de chacun de ces rayons vecteurs, la somme des 
quotients sera une quantile constante, poiirvu que dans cette somme on 
prenne toujours a^ec le signe -f- le quotient relatif d V une des hyper- 
boles, et acec le signe — le quotient relatif d V autre. Par consequent, la 
somme dont il sagit sera toujours egale d la difference enire les quo- 
tients qdon obtiendrait si Von diyisait successwement V unite park carre 
du demi-axe reel de la premiere hyperbole et par le carre du demi-axe 
reel de la seconde. 
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Revenons maintenant a la surface courbe representee par I'equa- 

tion (i'» et concevons que Ton designe par les racines carrees 

R K K. 

des valeurs numeriques cles rapports g> "q’ sorte qu’on ait 


On tirera de ces dernieres equations, reunies aux formules 172) et a 
la premiere des equations (Sg), 



Si la surface ( i) est celle d’un ellipsoide, on aura simplement 



Dans le raeme cas, /•,), r^, r., representeront trois rayons vecteurs qui 
se couperont a angles droits, et i’on pourra, en consequence, enoncer 
la proposition suivante : 

Theou£me in. — Si, du centre d’un ellipsoide, on mine arbitrairement 
a la surface trois rayons vecteurs qui se coupent a, angles droits, et si I’on 
divise successivement V unite par chacun de ces rayons vecteurs, la somme 
des carres des quotients sera une quantile conslante, egale d la somme 
quon obtiendrait en faisant coincider les trois rayons vecteurs avec les 
moities des trois axes de V ellipsoide. 

Lorsque I’equation (i) represente un hyperboloide, on obtient, en 
changeant seulement le signe de la quantite K, un second hyperbo- 
loidc qui a le meme centre et les memes axes, avec cette difference, 
que I’un des deux hyperboloides presente deux nappes distinctes, 
fautre une seule nappe, et que les deux axes reels du second sont 
perpendiculaires a I’axe reel du premier. Nous dirons que ces deux 
hyperboloides sont conjuguesYxxn a I’autre. Cela pose, en examinant 
avec un peu d’attention les diverses combinarsons de signes que peut 
offrir I’equation (i 56 ), on etablira sans peine le theoreme suivant : 
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TiiEoaEME ly. — Sr\ apres ai'oir trace deux hyperboloidcs conjugites 
run d r autre, on mine arbilrairement da centre commun de ces deux 
hyperboloides, soit d Van d'eiix, soit d run el d r autre, troU rayons 
vecteiirs qtii se coupent d angles droits, et si I on divise successive rnent 
r unite par le carre de chacun de ces rayons vecleurs, la somme des 
quotients sera une quantite constante, poiirvu que dans cette somme on 
prenne avec le signe tout quotient relatif d an rayon de 1' hyperholoide 
d une nappe, et avec le signe — tout quotient relatif d an rayon de 
r autre hyperholoide. Par consequent, la somme dont il s agil sera tou- 
jours egale d la difference qu on ohtiendrait si, apres avoir divise r unite 
par les carres des moities des axes reels des deux hyperholoides , on re~ 
tranchail le quotient relatif a r axe reel du second de la somme des quo- 
tients relatif s a ax deux axes reels dii premier. 
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SEIZIEME LECOA. 


DfFFfeRESTiELLE DE L’ARC d’c>E COLRBE QUELCOXQCE. SUR LES COCRBES ET LES SCRFACES 
COURSES QUI SE COUPEKT 00 SE TOOCHEST ES UX P0I5T DOXXE. 


Concevons qu’une courbe quelconque etant representee par deux 
equations entre les coordonnees rectangulaires x, y, z, on appelle s 
I’arc de cette courbe compris entre un point fixe et le point mo- 
bile (x, V, s). Si Ton attribue a I’abscisse x un accroissement tres 
petit Ax, les variables j, z, s croitront elles-memes de quantites po- 
sitives ou negatives, qui seront tres petites (abstraction faite de leurs 
signes), et qui seront representees par Ax, Ar, As. De plus, il est 
clair que la corde de Tare ± As, ou, en d’autres termes, la distance 
du point (x, V, s) au point (x Ax, v •+- Ay, s As), sera numeri- 
quement egale a 

Ar*-hAsL 

Cela pose, pour determiner facilement la differentielle de I’arc s, il 

suffira de recourir a un principe assez evident, savoir, qu’un tres 

petit arc de courbe se confond sensiblement avec sa projection sur la 

tangente raenee par un de ses points, e’est-a-dire que le rapport du 

petit arc a sa projection se reduit sensiblement a I’unite. En effet, la 

projection de Fare etant la meme chose que la projection de la corde, 

et le rapport de la corde a sa projection etant egal au cosinus de 

Tangle forme par la corde avec la tangente, ou, en d’autres termes, a 

* 

une quantite qui diRere tres peu de Tunite, il suit immediatement du 
principe ci-dessus enonce qu’un tres petit arc se confond sensible- 
ment avec sa corde, e’est-a-dire que ie rapport d’un arc infiniment 
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petit a sa corde a V unite pour Umite ('). Cette proposition etaiit 
admise, on en deduit la formule 

, rh 

1‘) I=:lim-7 = , 

y las- — Ay- -h A^® y -r dy- — dz- 

de laquelle on tire 

( 2 ) c/5 “ zz y dx- — dv^ -i- dz-. 

On aura par suite 

( 3 ) ds- — dx- -^dy-~ dz-. 

Si I’on prend x pour variable independante et si Ton fait, pour 
abreger, 

ciy__ , ^ 

dx “ ’ dx ’ 

la formule (2 ) donnera 

( 4 ) ds — ±i\'i-ry'^-^z‘-dx. 

II est bon d’observer que, dans Tequation ( 4). on doit reduire le 
double signe d: au signe lorsque I’arc s croit avec I’abscisse x, 
et au signe — dans le cas contraire. 

Si, dans les equations (5) de la treizieme Lecon, on substitue au 
radical sjdx- ^ dy- dz- sa valeur tiree de I'equation ( 21 , on ob- 
tiendra Tun des deux systemes de formules 


( 5 ) 

dx 

cos OL — —j 
ds 

cos.: 5 r= -y -7 

‘ ds 

cos 7 “ 

dz 

ds" 

(6) 

dx 

cos JC -3; 5 

ds 


cos 7 =: 

dz 

ds 


Le premier systeme devra etre employe pour la determination des 
angles a, y formes par la tangente a la courbe avec les demi-axes 

(1) On pourrait consid6rer cetle derni^re proposition comme evidente, et la snbsiituer 
au principo 6nonc6 plus haul. Mais il parait eonvenable de fairs servir k la raesure de la 
longueur d’un tres petit are de courbe, passant par un point donne, celle de toules les 
droites qui s'en rapproche le plus dans le voisinage dii point dont il s'agit ( voir ei-aprcs 
la vingt'et-unieme Lecon). 
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des coordonnees positives, si cette tangente a ete prolongee dans le 
meme sens que I'arc s. Au contrairc, les angles dont il s’agit seront 
determines par le second systeme de formules si la tangente a ete 
prolongee en sens inverse. G’est ce que Ton prouvera sans peine a 
I'aide des raisonnenients dont nous avons deja fait usage dans le cas 
des courbes planes (2wla page 88). 

L'angle aigu forme par la tangente au point (x,y,z') avec I’axe 
des X est ce qu’on nomme Vinclinaison de la tangente ou Yinclinaison 
de la courhe par rapport a cet axe. Si Ton designe par t cette incli- 
naison, Tangle 'z sera evidemment egal ou a Tangle a ou au supple- 
ment de a. On aura done cost = ±: cosa, et Ton tirera de la premiere 
des equations ( 5 ) ou (6) 


*' 7 ) 


C0S7=: — 


djc 


sec7 = ± 


ds 

dx 


Si, dans ces dernieres, on substitue a ds sa valeur tiree de la for- 
mule ( 4 ,). et si Ton observe que t represente un angle aigu dont le 
cosinus et la secante sont necessairement positifs, on trouvera 


1 


S) 


I 



seer = -T- y'- -r 


Pour montrer une application des formules ci-dessus etablies, con- 
siderons Thelice representee par les equations ( 38 ) de la treizieme 
Lecon. La valeur de cosy determinee par la derniere des formules (4o) 
de la meme Legon sera constante, et les formules ( 5 ) ou (6) donne- 
ront 



En appliquant a Tequation qui precede les raisonnements par les- 
quels nous avons, dans la septieme Legon, deduit la formule (20) de 
la formule (24), et designant par As un accroissement fini attribue a 
la variable s, on trouvera 


cosy 


( 9 ) 
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D’ailleurs, y etant Tangle forme par la tangente a Thelice avoe Taxe 
des;j. It represente evidemment la portion de la tangente qui a 

pour projection sur cet axe la longueur =: As. On peut done enoncer 
la proposition suivante : 

Theor^me I. — Pour ohtenir im arc d’ he lice compris entre deux points 
(x,y,z) et (a; T- Aj 7. y -i- Ay, s — As ), il suffit de mener par le premier 
une tangente d I’helice et de chercher la portion de cetle tangente qui se 
trowe renfermee entre les plans menes peipendiculairernent a I'a.re de 
I’helice par les deux extremites de Pare. 

Si, pour lixer les idees, on compte Tare s a partir du point oii Tlie- 
lice rencontre Taxe des x, et si Ton suppose la quantite s positive eu 
ineme temps que Tangle p et Tordonnee s, alors, en substituant atix 
points (x,y,z), (a: -i- Acc, y -i- Ay, s - 4 - As), les deux extremites de 
Tare s, savoir : le point oil Thelice rencontre Taxe des x, et le point 
( x,y,z), on obtiendra, au lieu de Tequation (’ 9 ), la formule 


s= > 

cosy 

que les equations (38) et (4o) de la treizieme Lecon reduiront a 

1. 

(10) .9 = (1 -h 

II resulte de cette derniere que, pour evaluer Tare s, il suffit de mul- 
tiplier la projection de cet arc sur un plan perpendiculaire a Taxe de 

i 

Thelice, e’est-a-dire le produit R/? par le facteur constant ( i + a )-. 

Consideimns maintenant deux courbes quelconques. Soient x, y, s 
les coordonnees de la premiere courbe et s Tare de cette courbe com- 
pris entre un point fixe et le point mobile (a?, y, z). Soient de meme 
r,, ‘C les coordonnees de la seconde courbe et ;; Tare de cette seconde 
courbe compris entre un point fixe et le point mobile ('. r,, t ). On 
trouvera 


( 11 ) ■ ds^-=zdx^ + dy'- + 


■^7 


QF.ttvi de C. — S. H, t. V. 
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De plus, si les tangentes menses a la premiere courbe par le‘ point 
i.v,y, =■) eta la soconde courbe par le point sont prolongees 

dans les memos sens que les arcs s et elles formeront, avec les demi- 
axes des eoordonnees positives, des angles dont les cosinus seront 
respeetivement egaux, pour la premiere tangente, a 

djc dy dz 
ds ’ ds ’ ds 

et pour la seconde tangente, a 

d'i dri dX 

di’ rfi’ dl' 

Par suite, si Ton nomine o Tangle que les deux tangentes Ibrment 
entre elles, on aura [ en vertu de Tequation (41^) des PreliminairesJ 

^ dx d\ dy dn dz dx d\-^ dy dxi -f- dz dX, 

{i2j ^ cObO— -T- _ dsdq 

L(?s deux tangentes deviendront parallMes lorsqu^on aura 

dl dx dn dy d% dz 

^ ^ dq ds ’ dq ds^ dq ds^ 

Oil bien 

,, di dx dri dy dX dz 

Tg~~ds' 


II taut observer d’ailleurs que les formules (i3) et (r4) peuvent etre 
remplacees par la seule formule 


( i5) 

de laquelle on dMuit 


dc d-n dX 

dx dy dz^ 


^ ^ dri^^ dX- ^dq 

dx dy dz dy^ -h dz^ ^ 


Ajoutons que les deux tangentes comprendront entre elles un angle 
droit, si Ton a coso = o, et par consequent 

( i6) dx d^^dyd-n-^ds<ffX — o, 
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Si, dans Tequation (12), on substituo pour ds et leurs valours 
tirees des formulas (i i ), on obtiendra la suivante : 

, . ^ , dx di 4 - dr dr, — dz dX 

1,17) cosq = — -■ ■ ^ ■ ’ 

\ dx'‘ + dy'^ -r- dz- ^ dz^ 4- dr,- — dX- 

Lorsque, dans cette derniere, on ne determine pas le signe du second 
membre, elle fournit deux valeurs de o. renfermecs entre zero et t:. 
qui representenf Tangle aigu et Tangle obtus compris entre les deux 
tangentes prolongees indetiniment de part et d’autre des points 
{x,y,z) et (?, 

Lorsque les deux courbes se rencontrent en un meme point, elles 
sont censees former entre elles les memes angles que les tangentes 
menees par le point dont il s’agit. Alors on a, pour le point de ren- 
contre, 

(i8) 'iz=x, v3 = v, ? = -: 


et les angles que les deux courbes forment entre elles coincident evi- 
demment avec les valeurs de o, renfermees entre zero et t, qui verl- 
tient Tequation (17). 

On dit que deux courbes tracees dans Tespace sont normales Tune 
a Tautre lorsqu’elles se coupent a angles droits, et qu’elles sont tan- 
gentes, ou qu’elles se touchent, lorsqu’elles ont, en un point qui bnir 
est commun, une tangente commune, c’est-a-dire lorsque Tangle aigu 
compris entre les deux courbes s’evanouit. Dans le premier cas, la 
formule (16), ou 


(19) 


dy dri dz 
dx dx d- 


est verifiee pour le point dMntersection; dans le second cas, les coor- 
donnees du point de contact verifient la formule ou, ce qui 

revient au meme, les deux eqqations 


(20) 


dn dy d^ dz 

d^ "" dx^ di dx 


11 est essentiel d’observer que, dans les diverses formules ci-dessus 
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etablies, les differentielles disparaitront toutes en meme temps quand 
on aura elimine ds, di, dy, dr^, dz et dC, a I’aide des formules (ri) 
reunies aux equations differentielles des courbes proposees. 

Rien n’cmpeche de substituer, dans les equations de la scconde 
courbe, les letfrcs x, y, z aux lettres r,, ‘Q et de prendre ensuite 
I’abscisse x, correspondante a un point de Tune ou de I’autre 
courbe, pour variable independante. Alors les premiers et les 
seconds membres des formules (20) devront etre remplaces par les 
valours des derivees 

dy , dz 

dx ~ ’ dx ’ ’ 

tiroes des equations des deux courbes, et, pour que ces courbes se 
touchent au point dont I’abscisse esta:, it suffira que les valeurs des 
quatre quantiles 

j 9 J y '^7 '^9 

relatives au point dont il s’agit, restent les memos dans le passage de 
la premiere courbe a la seconde. Au reste, cette proposition est evi- 
clente, car, si les conditions qu’on vient d’enoncer sont remplies, il 
est clair que, pour Tafascisse x, les deux courbes auront non seule- 
raent un point commun, mais encore la meme tangente. 

Nous aliens raaintenant etablir un theoreme qui est fort utile dans 
la theorie des contacts des courbes et que Ton peut enoncer comme 
il suit : 

Theor£iie II. — Etant donnees deux courbes qui se touchent, si, a 
partir du point de contact, on porte sur ces courbes, prolongees dans le 
meme sens, des longueurs egales, mais tres petites, la droits qui joindra 
les extremites de ces longueurs sera sensiblement perpendiculaire a, la 
tangente commune aux deux courbes. 

Demonstration. — Supposons que les longueurs egales, portees sur 
la premiere et la seconde courbe a partir du point de contact, abou- 
tissent, d’une part, au point (x,y,z), de Tautre, au point 
Soient de plusf et ? les arcs renfermes : i" entre un point fixe de la 
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premiere courbe et le point entre un point fixe de la 

seconde courbe et le point { Tandis que les coordonnecs 

■/;, C yarieront simultanement, la difference 


i — x 

restera invariable et Ton aura, en consequence , :; = s — const. 

i2l) di~ds. 

Soient d’ailleurs z, y les angles que forme avee les demi-axes ties 
coordonnees positives la tangente commune aux deux courbes. pro- 
longee dans le memo sens que les arcs i et c; a la longueur do la 
droite menee du point au point ( j-, v, s ,, entin /., a. v les 

angles que forme cette droite avec les demi-axes des coordonnees 
positives. On aura sensiblement 


(nn\ pt\aP ^ 

(22) COSZ-^__, COSi3_^ = _, C0S-/=^ = J^, 


ds 

(a3) »=V'i® — (j — ’ll- -r- 

(24) cos/. = ^ 5) COSV = 


et Ton tirera des formules ( 1 1) reunies a I’equation (' 21) 

dx- 4- dy^- -1- dz'- = d"-- + dr,- -r- dX', 

ou, ce qui revient au meme, 


(.25) idx + d':^) {dx — ) -h (rfy -r- c?r) i {dy — dn) ^ {dz OX , {dz — dZ j — o. 

Or les equations (22) donneront 


(26) 


dx -f- d\ 
COS a 


dy + d^fj _ H-rf; 
COS {3 COS 7 


^ds -k- dgz=z 2, ds. 


De plus, en appliquant aux seconds membres des formules ie 
principe enonce a* la page 95, on reeonnaitra que les quantites cos a. 
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cosa» cosv peuvent etre determinees approximativement par les for- 
mules 

, . dx — d'l dv — dr\ dz — dX 

12-,' COSA= ^ COS[J.:=-^ 5 COS^J= i 

' da . da da 

On aura done, a tres peu pres, 

, o dx — d’i dy — d-f\ dz — dX 

( 28 f ^ ~ -d. ! =: ! — t/y. 

COS/. COS/JL C05V 

Cette derniere equation sera d’autant plus cxacte que les points 
( a-, r, s) et(2, v],s) se trouveront plus rapproches du point de con- 
tact des deux courbes. Si maintenant on remplace, dans la for- 
mule ( 25 ), les sommes 

dx -f- d'i, dy dt[, dz -+■ c?; 

par les quantites cosa, cos^, cos'/. qui sent entre elles dans les merries 
rapports, et les difiFerences 

dx — d^, dr — dn, dz — 

par des quantites proportionnelles a ces differences, savoir : cosX, 
cosa et cosv, on trouvera definitivement 

t 29) cosa cos>. -f-cos| 3 cosfx -h cosy cosv = o. 

Done la droite menee du point (x,y, s) au point (^, yj, i^) sera sensi- 
blement perpendiculaire a la tangente commune aux deux courbes, 
ou, ce qui revientau meme, sensiblement parallele au plan normal. 

On pourrait, dans le theoreme qu’on vient d’etablir, remplacer la 
seconde courbe par une droite tangente a la premiere, et Ton obtien- 
drait alors la proposition suivante : 

Theoreme III. Si, d partir d un point donne sur une courbe, on 
porte sur eette courbe et sur sa tangente, prolongees dans le mime sens, 
des longueurs egales et tres petUes, la droite qui jomdra les extremites 
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de ces longueurs sera sensiblement perpendiculaire d (a tangente. on. ce 
qui reeient an m^me, sensiblement parallele au plan normal. 

CongeYons, pour fixer les idees, que i'on designe par i chacune des 
longueurs egales portees sur la courbe et sur la tangente a partir du 
point donne. Les angles formes avec les demi-axes des coordonnecs 
positives par la droite qui joindra les extremites de ces deux lon- 
gueurs seront des fonctions de et, si Ton fait converger i vers la 
limite zero, ces angles convergeront, en general, vers certaines 
limites, et s’approcheront indefiniment de ceux qui determinent la 
direction d’une certaine normale avec laquelle la droite dont it s’agit 
tendra de plus en plus a se confondre. Cette normale, qui inerile 
d’etre remarquee, est celle que nous appellerons normale prineipale. 
Pour en fixer la direction, il suffirait de recourir aux formulest a^i 
et au principe enonce a la page 9.5. On peut aussi arriver tres facile- 
ment au meme but par la methode que nous allons indiquer. 

Designons par x, y, les coordonnecs du point de la courbe qui 
coincide, non plus avec I’extremite, mais avec I’origine de la lon- 
gueur i, c’est-a-dire les coordonnecs du point par lequel on mene 
une tangente a la courbe. Soit toujours s Pare compte sur la courbe 
entre le point {x,y, z) et un point fixe place de maniere que la lon- 
gueur i serve de prolongement a Pare s. Soient encore a, 7 les 
angles que forme avec les demi-axes des coordonnecs positives la 
tangente au point (3;, y, z) prolongee dans le meme sens que Parc s. 
Si Pon prend cet arc pour variable independante, Pextremite de la 
longueur i, portee sur la courbe, aura evidemment pour coordonnecs 
trois expressions de la forme 



I, J, K devant s’evanouir avec i; tandis que Pextremite d’une autre 
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longueur egale ii /, portee sur la tangente et comptee dans le meme 
sens quo la premiere, aura pour coordonnees 


( 01 ; 


.dx 

X -4- I COS y. — X -\r I— r-^ 
as 

.dy 


Cela pose, si Ton nomme a la distance comprise entre les extremites 
des deux longueurs, et 'k, fji, v les angles formes avec les demi-axes 
des coordonnees positives par la droite qui, partant de I’extremite de 
la seconde longueur, se dirige vers I’extremite de la premiere, on 
aura evidemment 



et, par suite. 


(341 


COS A _ COSfX _ COSV 

d-x d^r ^ ~ d-z 


d-x 

ds- 


I 

ds' ds- 




Si, maintenant, on fait converger f vers la limite zero, les valeurs nu- 
meriques de 1, J, K decroitront indefiniment, et, en passant aux 
limites, on tirera de la formule (34) 


cos I. _ COSfi _ COSV 
d^x ~~ d^y d-z 

ds^ ds^ ds- 



( 35 ) 
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ou, ce qui revientau meme. 


( 36 .) 


cos/. cosu eosv 


d-x 








Les angles X, a, v determines par cette derniere formule sont ceux 


qui se trouvent compris entre la normale prfneipale prolongee dan^s 
un certain sens et les demi-axes des cuordonnees positives. La meme 
formule devrait etre remplacee par la suivante 


(37) 


^s/. cos;jL cosv 

cPa; ~~ d-y ~ IFz 




si la normale principale avail ete prolongee en sens contraire. Ajou* 
tons que les equations (36 ) et (3; ) sont renfermees Tune et Tautre 
dans la seule equation 

, cos/ . cos|UL _ cosv 

~ d\y ~ '7FJ' 

de laquelle on tire 


COS}t COSjUL __ cosv 

d*x d^y ~cFT 


I 

[( x < d\v 4- { d-z 


II serait facile de s’assurer directement que la droite.qui passe par 
le point (*37, j', :?), et forme avec les demi-axes des coordorinecs [)osi- 
tives des angles determines par la formule ( 38 ), est une des normales 
menees par le point (x, y, a la courbe donnee. En effet, si Ton 
differentie I’equation (3), en considerant toujours f comme variable 
independante, on aura 


( 39 ) da:dKv + dyd*j-{-d::d‘:: — o; 

puis, en ayant egard a la formule (38j et a T^quation (6) de la 
treizieme Legon, oh trouvera 


cosa cosX -(- cos^ cosjjL -i- cosy cosv =.o. 

Done, la droith en question sera perpendiculaire k la tangente, ou, en 
d’autres termes, elle sera normale k la courbe proposee. 

OEwres de C. — S. II, t V. _ 38 
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En prenant toujours I’arc s pour variable indepenclante, on tire cles 
equations (5) 

, dco^y. d^x c/cosp d^y </cosy d-z 

~~dr' ~~d^' ds ~~ 1^’ ds ~''ds^' 


Par consequent, la formule (38) peutetre reduite a 

,, cos/. COSft cosv 

dcosx 5cos|3 deosy 

Si Ton eessait de prendre Pare s pour variable independante, la 
formule (35) deviendrait inexacte. Mais la formule (4i) existerait 
toujours; et, en substituant dans celle-ci, a la place de cosa, cosp, 

I 

COSY, leurs valeurs tirees des formules (5), on trouverait 
, c.osl cosfJL cosv 


Observoris encore que, dans le cas Oil la courbe donnee se reduit 
b une courbe plane, la normale principale est evidemment celle qui 
reste comprise dans le plan de la courbe. 

Les angles A, p., v etant une fois determines par les formules (35) 
ou ( 42 ), il devient facile d’obtenir les equations de la normale prin- 
cipale. Eiv effet, si I’on nomme yj, ^ les coordonnees d’un point 
quelconque de cette droite, on aura [en vertu de la formule ( 20 ) des 
Preliminaires] 


(43) 


^ — ^ _ n — j _ C — s . 
cosiC cosp. cosv ’ 


puis on err conclura, en supposant que Pare s est pris pour variable 
independante. 


(44) 


^ — ^ _ ’l— J _ 2 

d^^a: ~ d^y ~ ’ 


et, en admettant une autre hypothbse. 
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Lorsque deux surfaces courbes se rencontrent en un point donne, 
elles sont censees former entre elles, au point donf il s’agit, les 
memes angles que leurs plans tangents. On dit, en particulier, que 
deux surfaces sont normales Tune a I’autre en un point qui leur est 
commun, lorsque les plans tangents menes par ce point sont perpen- 
diculaires entre eux, et qu’elles sont tangentes, ou qu’elles se 
touchent, quand ces plans coincident. Dans le dernier cas. les nor- 
males aux deux surfaces coincident pareillement. Cela pose, soient 

(46) « = o, t' = o, 


les equations, en coordonnees rectangulaires, de deux surfaces qui so 
touchent au point (x,y, s). En vertu de la formule ( 6 ) (quaforziemc 
Leqon ), les cosinus des angles formes par la normale commune aux 
deux surfaces avee les demi-axes des coordonnees positives seront 
proportionnels, d’une part, aux trois derivees 


et de Tautre., 


On aura done 
(47) 


du du du 
dy-' 

aux derivees 

cte dv dv 
dx ’ dy ’ dz 

du du du 

• dx dy dz 

di’ dt> dv 

dx dy dz 


Reciproquement, si cette condition est verifiee pourle point 

les deux surfaces auront en ce point une normale commune, et seront 

tangentes Tune a I’autre. 

Pour que la formule (47) subsiste, il est necessaire et il sulfit que 
les equations dilferentielles des deux surfaces, savoir 


du , du j du , 
dx + -^dy^^dz 


dx 

dr 

dx 


dx • 


dv 

dy 




d 

ds 


: O, 




( 48 ) 
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s’accordent, quand on y substitne pour r, ,3 les coordonnees du 
point commun, et se reduiseiit alors a une seule equation entre les 
differentielles dx, dy^ dz. 

Si ies equations des deux surfaces etaient resolues par rapport a 
et ramenees a la forme 

leurs equations differentielles seraient de la forme 
( 5o } dz — p djc 4 - q dy, 

Alors les deux surfaces se toucheraient au point si, dans le 

passage de la premiere a la seconde, les deux quantites /? et <7 con- 
servaient les memes valeiirs. 
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DIX-SEPTIEME LECON. 

DU PLAN OSCCLATECR D’cSE COl’RBE QUELCONQUE ET DE SES DEUX COURBURES. 
RAYON DE COURBURE, CENTRE DE COURBURE ET CERCLE OSCCLATEUR. 


ConsiJerons siir une courbe donnee un point quelconquo P, et 
concevons quo Ton ait mene on co point une tangente a la courbc. On 
pourra faire passer par cette tangente une intinite de plans tangents, 
dont I’un renfermera la normale principale. Ce dernier, q’ui se con- 
Ibnd avec le plan de la courbe, toutes les fois quo celle-ci devient 
plane, merite une attention particuliere. On le nomine plan oscula- 
teur. Pour I’obtenir, il suffit evidemment de tracer un plan tangent 
qui renferme avec le point P un second point Q de la courbe pro- 
posee, et de chercher la position que tend a prendre ce meme plan, 
dans le cas oil le second point se rapproche indefiniment du premier. 
En effet, soit i la longueur de Fare PQ compris entre les deux points, 
et supposons que, la tangente etant prolongee du meme cote que 
Parc PQ, la longueur i portee sur la tangente aborutisse au point R. 
La droite QR, comprise dans le plan mobile, sera sensiblement pa- 
rallele, pour de tres petites valeurs de i, a la normale principale; et, 
par consequent, I’angle forme par cette normale avec le plan mobile 
sera sensiblement nul. Done cet angle aura zero pour limite; e’est- 
a-dire que le plan mobile tendra de plus en plus a se confondre avec 
le plan tangent qui renferme la normale principale, ou, en d’aulres 
terines, avec le plan osculateur. 

Concevons, maintenant, que les coordonnees rectangulaires de la 
courbe etant x,y, z, la tangente et la normale principale, menees par 
le point P, formeiit avec les demi-axes des coaidoanSes positives, la 
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premiere, les angles a, j3, y» et la seconde, les angles A, [j., v. Suppo- 
sons d’ailleurs que Ton prenne pour variable independante I’arc s 
compris entre un point fixe et le point mobile (^x, y, Si I on fait 
coincider ce dernier point avec le point P, on trouvera (voir la 
treizieme et la seizieme Lecons) 


(u 

COS a 

cos (3 _ 

cosy 

dx ~~ 

dy 


(2j 

cos A 

COS ft cosv 

d'^x ~~ 

d^y ~ d-z 


Cela pose, imaginons que par le point (x, y, z) on eleve un demi- 
axe perpendieulaire au plan osculateur. Ce demi-axe coupera neces- 
sairement a angles droits la tangente et la normale prineipale. Done, 
si Ton nomroe 

L, M, N 

les angles qu’il sera cense former avec les demi-axes des coordonnees 
positives, on aura les deux equations 

I cosa cosL + cosj3 cosM + cosv cosN = o, 

(3 J ! 

I cosX cosL + cosfx cosM 4- cosv cosN = o, 
que les formules (i) et ( 2 ) reduiront a 

( cosLfl?x 4 -cosMrfr 4- cosN a?:? =0, 

(4) 

( cosLf:^^a7 4-cosMcf-y4-cosN<^-<s=:o. ■ 

Ces demises equations peuvent etre remplacees par la seule formule 

cosL _ cosM _ cosN ■ 

^ ^ dy d^z — dz d^y dzd^x — dxd^z dx d*-y — dy d^x^ 


de laquelle on tire 

__ cos.M __ cosN 
I dyd^z — dzd^y dz<Px — dxd-z dxd^y — dyd-x 

I ' 

\l{dy d^z~^ ds d^y)^-t (ds d^x ^ dxd^s^-i- ( dx d^y — dyd-x 

I ' 

y<aCa!®4- — 0xi^x-^dy d^y -hdz 
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Si, de plus, on a egard aux equations 

j • dx‘-+dY-+di'-=ds\ 

(') 

I dx d-x -i- dy d^y + dzd^z — o. 


on trouvera definitivement 


1 8,1 


cosL 


cosM 


cosN 


dyd-z—dzd-y dzd-x — dxd-z dxd-y — dyd-x ds\id'-x-—id‘yr—rPz!- 


La formule (8) fournit evidemment deux systemes de valeurs de 
cosL, cosM, cosN, et ces deux systemes correspondent aux deux 
directions suivant lesquelles on peut prolonger la perpendiculaire 
menee par le point {x,y,z) au plan osculateur. 

II ne sera pas inutile d’observer que la formule (5) peut etre rem- 
placee par les deux suivantes : 


(9) 

cosF^ 

__ cosM __ cosN 



( 10 ) 

cosL _ 

cosM _ cosN 

cosj3<3fcosy — cosy^/cosp 

cosy<icosa— cosccflfcosy cosai/cos^ — cos^^/cosa' 


dontla dernierese deduit immediatement des equations i 3) combi- 
nees, non plus avec les formules (i) et ( 2 ), ma,is avec la formule ( 4i,i 
de la seizieme Le?on. 

On arriverait encore a la formule ( 10 ) si Ton supposait que L, 51, X 
designent les angles compris entre les demi-axes des coordonnees 
positives et une droite perpendiculaire au plan qui, passant par le 
point {x, y, s) et par la tangente en ce point, est parallMe a une autre 
tangente menee par un second point infiniment voisin du premier. 
En effet, soient 

A.«, A/, As, Acosoe, Acos^, A cos 7 

les accroissements que prennent les quantiles 
y\ 3 , cos a, cosp, 
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dans le passage du premier point au second. Les valeurs de 

cosL, cosM, cosN • 

seront evidemment determinees, dans I’hypothese admise, par la 
premiere des equations ( 3 ) jointe a la formule 

1 C0S3C -J- A cossc) cosL -h (cos^ -4- Acosp) cosM + (cos-/ + A cosy) cosN = o, 

que Ton pourra reduire (en vertu de I’equation dont il s’agit) a 

(iij cosLAcosa -h cosM A cos^ -h cosN A cosy = o. 

Or, si le second point vient a se rapprocher indefiniment du premier, 
les differences infiniment petites 

A cos a, Acosp, A cosy 

deviendront sensiblement proportionnelles aux differentielles 

rfcosa, iicosjS, rfcosy, 

et, en passant a la limite, on tirera de la formule (i i), 

( 12 ) cosLrfcosa + cosM<f cos^ cosNrfcosy = o. 

Cela pose, comme I’equation (la), combinee avec la premiere des 
equations (’ 3 ), reproduira la formule (lo), nous pouvons afTirmer 
que les angles L, M, N,' determines par la formule (lo), appartienuent 
a une droite perpendiculaire au plan qui renferme la tangente menee 
par le point (a;, j, .s), et qui est parallele a une autre tangente infini- 
ment voisine de la premiere. Done ce dernier plan ne differe pas du 
plan osculateur. 

Si Ton cessait de prendre I’arc s pour variable independante, les 
formules (2) et (8) deviendraient inexactes en meme temps que la 
seconde des equations (7), mais les formules (9), (10), et par suite 
les formules ( 5 ), (^6), contiiiueraient de subsister; d’oii Ton peut 
conciure que les equations (4)» propres a remplacer la formule (5), 
snbsisteraient pareillement. Au reste, il est facile de verifier directe- 
ment eette conclusion.. En effet, iorsqu’ou cesse de prendre s pour 
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variable independante, on doit, dans la seconde des lornuiles ( 4 ), 
substituer aux differentielles 


d-x, d-Y, d-z, 

les expressions 

dxdi ^ ) —d‘-Z —‘hci'-t!. 
' CIS ' ds 


Or, si, apres cette substitution, on a ei?ard a la preniilTe des 
inules (4), on verra la seconde reprendre sa forme primitive. 

Quelle que soit la variable que Ton considere romme indtqxm- 
dante, on tire de la premiere des formulas ( 7 ) 

ti3 J Jx d-x -t- dy d^y dz d-z = dsd-s; 

et, par suite, la formule (G) peut etre reduite a 

( cdsL _ cosM _ cosX 

( dy d^z — dz d-y dzdP'X — dx d^z dx d-v — dy rf^.r 

(‘i.' t " 

= - ^ r- 

! . ds\{d^xf ^-{cPyY'--^id'-z)'-—{d'-sy-Y 


Dans le cas particulier oil Ton prend x pour variable independante, 
ef oil Ton designe jiar _y', s', y” , s" les derivees de y et de z du pre- 
mier et du second ordre, on tiro de la memo formule 


(i5) 


cosL cosM cosN 



ly'z’ 




Les angles L, M, N etant determines par la formule (8), (i 4 ) 
oil (i 5 ), il devient facile d’obtenir Tequation du plan oscUlateur qui 
passe par le point (x,y,z'). En effet, si Ton designe par r,, X le? 
coordonaees d’un point quelconque de ce plan, nil trouvera [en vertu 
de la formule (GG) des Prelintiinairesj 

(i6 ) ■ -^4b)cosL •+• (t) — _7) eqsM -1- {£ — jfcoisN — o, 

QEuvres — Sv If, I- V. 


^9 
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puis, on ayant egard a la formule (r4)« 

^ f ; — .z' ) ( dy d~ z — dz d-y 'I + (1) — ) {dz d- x dx d- z ) 

— z'){dx d-y — dyd^x)z=: o. 

Si Tun prenait x pour variable independaxite, il faudrait a la for- 
mule ( r4) substituer la formule (>5), et par suite I’equation du plan 
nsculateur se reduirait a 

( iS) ( >''3'’ — j"-') — x) — 3 ''(ia — v) -+-y'(C — 5 ) = o. 

Soit maintenant As I’accroissement positif ou negatif qu.e prend la 
variable s, quand on passe du point (x,y, s) au point 

(or -1 - Aj;, j + A/, s -h A3). 

L’angle compris entre les tangentes extremes de I’arc infiniment petit 
±: As sera ce qu’on nomme angle de contingence.. Designons par co ce 
memo angle et par £} Tangle infiniment petit compris entre les plans 
osculateurs qai correspondent aux extremites de Tare, ou, ce qui 
revient au meme, entre les pefpendiculaires aux plans dont il s’agit. 
Les quantiles < 0 , £2 ne pourront s’evanouir constamment que dans 
certains eas particuliers, savoir : la premiere, lorsque la courbe pro- 
posee .se changera en une droite, et la seconde, lorsque cette courbe 
deviendra plane. ^Mais, en general, to et £2 conserveront cles valours 
finies differentes de zero, et Ton pourra en dire autant des limites 
vers lesquelles convergeront les rapports . . . • 

, (i) ,2 

“S’ 

pendant que Tare rt As decroitra indefiniment. Ces limiles, qui seront 
equivalentes, si Ton considere une courbe plane. Tune k la courbure 
de cette courbe, Tautre a.z6ro, serviront a mesurer dang tous les cas 
ce que nous ap-pellerdnsjla preimire. etla seconde courbure de la courbe 
pr^posde. En raison des deux coufbures que nous venons de signaler, 
tuut^ euiir^.qai n’est pas comprise, dans un plan se jaomme courbe a 
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doiible courbure. Si Ton represente par 

I I 

o’ A 

ces memes courbures c, Ji seront les rayons des cercles auxquels dies 
pourront etre attribuees, ot Ton aura, en vertu de ee qui precede. 



Lorsque Tare ±z As est tres petit, sa corde \ 4- Ay- -+- A:;- est sen- 

siblement perpendiculaire aux plans normaux menes a la courbe que 
Ton considere par les deux points (ce, y, - ), (x 4 - Ajt, _v-4 Av. s -4 A-i, 
etla plus courte distance du point (\r, r, s ) a la Hgne d’intersection 
des deux plans est sensiblement equivalente au rayon p. En diet, 
soit r cette plus courte distance. Si i’on trace un plan qui renterme la 
longueur r et qui soit -perpendiculaire aux deux plans normaux, la 
corde v'Aa;-4- A^y“ -h As- formera un tres petit angle avec le plan dont 
il s’agit, c’est-a-dire-qu’elle formera un. tres petit angle avec sa pro- 
jection sur le meme plan. Done cette projection sera equivalente a la 
corde multipliee par un cosinus tr^s peu different de Tunite ef pourra 
etre representee par un produit de la forme 

(l -i- 1 ) -t- A3’, 

I designant une quantite infiniment petite. De plus, dans le triangle 
forme par la longueur r et par la projection de la corde. Tangle 
oppose au cote r sera sensiblement droit, tandis que Tangle oppose a 
la projection de la corde sera precisement Tangle des plans normaux, 
ou, ce qui revient au meme. Tangle co compris entre les tangentes 
menees par Textremite de Tare '±: A^. On aura done 

sin ("- ±: s') . . . ■ . ■ . 

\ 2 / Sin u . sin a ± As ^ 

y “ (i + l)v'Ap4-Aj*4-A? ^ V'Aj;*4-A/=-4A? =As’ 
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£ etant un nombre infinimcnt petit, et, par suite, en faisant converger 
Tare ±: As vers la limite zero, on trouvera 


lim/' 


— lim 


0 ) 

zh A.S 



r>u 

ce qu’il fallait demontrer. 

II importe d’observer que le plan osculateur mene par le point 
(x, etant sensiblement parallele a la tangente qui passe par le 
point (a? -I- Aj?, -i- Ay, 5 +- As), sera encore sensiblement perpen- 
diculaire aux plans normaux menes par les deux extremites de Tare 
± As et a leur commune intersection. Done la normale qui est per- 
pendiculaire a cette commune intersection, et sur kquelle on compte 
la longueur r, se confondra sensiblement avec la normale comprise 
dans le plan osculateur, e’est-a-dire avec la normale principale. De 
cette remarque et de ce que nous avons dit ci-dessus il suit evidem- 
raent que, pour obtenir le rayon p, il suffit de construire la normale 
principale correspondante au point (if, r, s), et de chercher la portion 
de cette droite comprise entre le point (sc,y, s) et un plan normal infi- 
niment rapproche de la droite elle-:meme.’Le rayon p, mesure de cette 
maniere sur la normale principale, est ce qu’on nomme le rayon, de 
courbure de la courbe proposee, relatif au point (^oc,y,z), et Ton 
appelle centre de courbure celle des extremites du rayon de courbure 
qui peutetre consideree comme le point de rencontre de la normale 
principale et d’un plan normal infiniment voisin. Le cer'cle qui a 
ce dernier point pour centre et le rayon de courbure pour rayon 
se nomme cercle de courbure, ou cerele osculateur. Il touche la courbe 
proposee et a la meme courbure qu’elle. Ajoutons que, si par la tan- 
gente au point (^od,y.,z') et par la perpendiculaire au plan osculateur 
on fait passer un nouveau plan, le centre de courbure sera evidem- 
raent sitoe, par rapport au nouveau plan,- du meme cote que le point 
(a? -I- Aa:, y .- 4 - Ay, z 4- As) et que," par cons§qu€nt, ce centre coinci- 
delra toa|ottrs avec run des pbintfs du demi-axe dont la direction est 
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determinee par les angles A, a, v propres a verifier ia formule ( j j ) 
de la seizieme Levon. 

Si, dans la valeur de - fournie par I’equatioin (19), on veut rcm- 
placer la quantile infiniment petite co par les angles finis a, y. <in 
plutot par les differentielles de leurs cosinus, il suffira de recourir 
aux formules 


cos w = cos 3£ ( cos « -J- A cos 3 ! ) + cos ( cos ;5 -i- A cos 5 j -h cos 7 { cos y A (-OS 7 ; , 

I = cos* a -h cos* 3 -i- cos* 7 , 

i = (cos*o! -f- Acosa)*-!- (cos^-i- Acos3 r — t.cosy -h ACOS 7 
desquelles on tire 

3(1 — cosw) = cos* a — 2 COS 3 C(COS 3 C^ Acosa) ^ (cosz — Acosz 
-h cos*^ — 2 cos^( eos3 -h A cos .3) -t- ( cos 3 -r- A CO? 3 i* 

+ cos *7 — 3 COS 7 (cosy Acosy) -h (cosy -r A cosy 

ou, ce qui revient au meme, 

* 

(aO ^ 2 sin^^ =(Acosa)*+ (Acos|3)*H-(Acosy)*. 


En divisant par les deux membres de cette derniere equation. Ton 
en conclura 



puis, en faisant converger A^ vers la limite zero, et ayant egard a la 
formule (19), on frouvera 


( 22 ) 

et par suite 

(23) 



On prouverait avec la meme faciiite que Tequation (20) peut etre 
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remplacee par la suivante : 

1 

I r/<fcosLv- /V/cosM\- /t/cosNyi- 

[(^) + ^ [-dr) J • 

II resulte ^-idemment des formules (dS) et (24) que la premim 

oourbiire - est generalement nulle, dans le cas oil les angles a, y 
P 

deviennent constants, et la seconde courbure dans le cas ou les 

angles L, M, N deviennent constants a lenr tour, ce qui s’accorde avec 
les remarques deja faites. 

Si, dans la formule (23), on substitue aux cosinus des angles a, 
y leurs valeurs deduites de la formule (i), on trouvera 


1 



puis, eir developpant, et ayant egard a I'equation (i3). 


('26) 


ds‘- ’ 


OU, ce qui revient au meme, 

I _ i(rfa'-+rfy-+ (rf-s)-] — jdjodrx + dyd-y + dzd^z) 


1 

2 12 


P 


ds^ . 

— fit: d-y)' +[dzd'x — dxdrz)--i-(dxd-y — dy d-x)- 

_ ^ 

_ - dz d>yy- + {dz cT-x-dx d'‘zY + {dxd}y - dyd^xff 

{dx'-+dy’-+dz'-f 

Si Ton prend s pour variable independante, les formules (25) et (26) 
donneront 


(28) 


p 


Mais, en prenant a? poar varttible iadependante, on tirera de la for- 



mule ('271 

(‘>■9) 


/ 
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i = ~ A — v''~] ~ _ 

? (i-h 

Enfin, 5 i, a partir du point (.r, r, -J, on porte sur la courbe donnee 
et sur sa tangente, prolongees dans le meme sens, des longueurs inti- 
niment petites, egales a i, et si Ton nomme a la distance comprise 
entre les extremites de ces deux longueurs, on aura, en vertu do la 
formule (32) de la Le^on precedente. 



s etant la variable independante; et Ton conclura do I’equation 1 3o 1 . 
combinee avec la formule ( 28 ), 

( 3 1 ) P = Hm — • 

* aa 

On pourra done enorncer la proposition suivante : 

Theor^me I- — Pour obtenir le rayon de courbure d’une courbe en tin 
point donne, it suffit de porter sur cette courbe et sur sa tangente, pro- 
longees dans le mime sens, des longueurs egales et infiniment petites. et 
de diviser le carre de I’une d’elles par le double de la distance comprise 
entre leurs extremites. La limite du quotient est la valeur exacte du 
rayon de courbure. Nous avions deja etabli ce theoreme pour les 
courbes planes; mais on voit qu’il s’etend de meme aux eourbes a 
double courbure. 

Si Ton suppose que le plan des x,y devienne paralleleau plan os- 
culateur, les valeurs de cosL et cosM s’evanouiront, tandis que celJe 
de cosN deviendra egale a ±: i, Alors on tirera des formules (4) 

(3,2.) ■ ds=zo, cPz=zo, . 

et Tequation ( 27 ) se trouvera reduite a 

I da:d-y 


(33) 
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Comme celte derniere coincide avec la formule (20) de la sixieme 
Lecon, elle prouve que, dans i’hypothese admise, le rayon de cour- 
Imre de la coiirbe donnee est aussi le rayon de courbure de la courbe 
projetee sur le plan des x, y, on, ce qui revient au meme, sur le plan 
osculateur. D’ailleurs, le plan des x, y etant arbitraire, I’hypothese 
que nous avons faite se trouve applicable a tous les points de la 
i;ourbe que Ton considere. Enfin, il est clair que la normale princi- 
pale de cette courbe sc eonfond toujours avec la normale de la courbe 
plane qu’on obtlent en projelant la proposee sur le plan des x, y. 
Ces observations fournissent immediatement le theoreme que nous 
allons enoncer. 

Theokesie II. — Le rayon de courbure d'une courbe tracee dans 
I'espace se eonfond toujours en grandeur et en direction acec le rayon 
de courbure de cette courbe projetee sur le plan osculateur. 

, Les remarques faitesci-dessus (pages 100 et loi), relativement aux 
rayons de courbure des courbes planes, peuvent Mre evidemment 
etendues a des courbes quelconques, et il peut arriver qu’en certains 
points situes sur une courbe a double courbure, le rayon de courbure 
devienne nul ou infini, ou change brusquement de valeur. Le second 
cas aura generalement lieu, toutes les fois que la courbe projetee sur 
le plan osculateur presentera un point d’inflexion. 

Nous allons maintenant appliquer les formules generales que nous 
avons etablies a un cas particulier, et nous prendrons pour exemple 
I h^ice representee par les formules (38) de la treizieme Lecon, 
savoir : 

1^4) a?=Rcos/>, / = Rsin/j, z = ah.p. 

Si, pour plus de comnaodite, on suppose que p soil la variable inde- 
pendante, on trouvera • ' ■ 

(35) \ dx = —Hslnpdp, dy= Rcos^rf/y, dz = aKdp,. 

i ePz = o, 
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ou, ce qui pevient au meme. 



j du’ 

_ dy 

__ 

( 36) 

1 — sinp 

cosyy 

a 


j d^x 

_ d\v 

_ d^- i 


cos/> 

~ sin/y 

o 

et, par suite, 




(^7) 


1 

I -r «- 1- 

Kdp, 

(,38 ( 

cosy- 

cosji _ 

cosy 


— sin/> 

cos/? ” 

a 


R dp, 

— R dp-. 


(^omme, en vertu de la seconde dos equations ( la ditferen- 
tielle d's restera nulle, quel que soit p, il en resulte qu’on pourra 
employer les formules dans lesquelles Tare s est pris pour variable 
independante. Cela pose, on tirera de la formule ( 38 i ( seizienu* 
Leeon) 

,2_ cos>. _ cosp _ cosy ^ 

‘ cosp sinp o ’ 

de la formule (5) combi nee avec la formule (36) 


cosL cosM cosN 

- a sill p a cosp ■ — i 


V I -r <7- 


et de I’equation ( aS ) combinee avec la formule ( 38 ) 

//,•, I _ I f / ^sinp y / </cospyy » dp _ » 

(4a) p = (n-a*)R. 

De plus, I’equation (i6), qui represente le plan osculateur, deviendra 
a[(| — sinp — (vj — /)cosp] + z = o 

et'pourra s’ecrire comme il suit : 

C — s — «(■»! cosj? — 5 sinp). 

QSu^^res de C. S, U, t, V. 


( 43 ) 
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Elnfin, Ton tirera de I’equation (-24) combinee avec la formule (40) 


(44) 

(45) 


1 


I a 

~ ( d%mp\ 

2 

1 +1 

f d cos p\-~ 

^ a 

y/i ^2 

LV ds ) 

[ ds ) } 

~ (H-tfr^)R’ 


a 


1 4- a- 
a 


R. 


II est essentiel d’observer que, si a la place de la formule ( 38 ) 
(seizieme Logon) on employait la formule ( 36 ) (ibidem)^ le double 
signe ±: de la formule (69) se reduirait au signe n-. Ajoutons que, si 
Ton substitue I’angle 7 determine par T^uation 


(46) 


cosy 




a la quantite a, les formules (4o), (4^^) et ( 45 ) deviendront respecti- 
vement 


(4;) 

( 4 ?^) 

(49) 


nosL __ cosM 
sin/? — COS/? 


cosN 

tangy 


=iI!=COS'/, 


0 


R 

sin^y 


= R cosec-y. 




R 


siny cosy 


— 2 R cosec 2 y. 


II resulte evidemment de la formule (39) que la normale principale 
de Thelice au point (x, z) coincide avec la perpendiculaire abaissee 
de ce point sur Taxe des ou, ce qui revient au meme, avec la gene- 
ratrice de la surface helicoide representee par Tequation 

(5o) - — aR arc tang 

(^voir la treizieme Legon). ‘Donc le plan qui passe par cette genera- 
trice et par la tangente k Thelice, c’est-a-dire, en d^autres termes, le 
plan qui toucbe la'^urface b^licoide au point (w^y^s), se confondra 
ne^^sairement avec le plan osculateur de Thelice. On arriverait a la 
inline eorielusion en coiuparant Tequatio® (43) a la formule (isg) 
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de la quatorziemp Lecon. Car, si Ton pose dans cette tbrmule 

VP — Rcosyj, r = Usin/>, 

on retrouvera preeisement Tequation ('4d ). 

L’equation (48), qui determine le rayon de courbure p, pourrait 
etre directement deduite du theoreme I. En effet, concevons qu'ii 
partir du point (x,y,z) on porte sur I’helice et sur sa tangente, 
prolongees dans le meme sens, deux longueurs egales et infiniment 
petites, designees par i. Soit « la distance comprise entrc les exfre- 
inites de ces deux longueurs, et supposons que la premiere aboutisse 
au point de I’helice qui a pour coordonnees a- — Aa-, v — Av. = -t- As. 
La seconde aboutira sur la tangente en un point dont I'ordonnee sera 
encore s-t-As (voir le theoreme I de la seizieme Lecon). et, par suite, 
elle aura pour projection sur le plan des a-, v 

=: tangy As. 

Soit I cette meme projection. Comme on a generalement 

s = aR/7, tangyr=^, 

on trouvera 

(5i) I = ± tang*/ As = ir R A/>. 

Done la projection dont, il s’agitsera equivalente a celle de Fare rr As, 
e’est-a-dire a la projection de la longueur 

(02) ' ■ J=:±As 

portee sur I’heliee que Ton considere. On peut ajouter que la pre- 
miere projection se comptera sur la tangente au cercle represente par 
la formule 

(53) 

Enlin, il est clair que la distance s, comprise entre deux points cor- 
respondant a la m^me ordonnee, sera parallble au plan des ar, v et 
ne dilferera pas de sa projection sur ee plan. Done, si, dans ce meme 
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plan, on porte, a partir clu point (jc, y), sur le cercle et sur sa tan- 
gente prolonges dans le memo sens, deux longueurs intininient 
petites egales a I, a sera la distance comprise entre les extremites de 
ces deux longueurs. Gela pose, puisque le rayon de courbure du 
cercle est precisement le rayon R, on aura, en vertu du theoreme I, 

R — lim 

2 a 

et, comme ce theoreme donnera encore 


on on conclura 
(54) 


p = lini 


i- 

— 9 

2 a 



puis, en ayant egard aux equations ( 5 i), (52) et (37), on trouvora 
definitivement 


{ 55 ) 



K" dp-^ — 


ce qui sSiccorde avec la formule ( 48 ). 


cosec^y. 
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DIX-HUITIEME LECON. 

DETERMINATION ANALyxiQL’E DU CENTRE DE COURBIRE D'CNE COLRRI: gi ELCf»NX>lE. 
. SLR LES DfiVELOPPfiES d'une COUUBE QUELCONOCE, ET SUR EA SURFACE QUI ESI LE 
LIEU G^OMfiTIUQUE DE CF>S DEVELOPPEES. SUR LES COURBES QCl FONT OSCULATIUCFS 
t/uNE DE l’aUTRE EN UN POINT DONXfi. 


Soit p le rayon de courbure d’une coiirbe quelconqiiu, uorruspon- 
dant au point (a?, y, soionlJ, yj, ^ los coordonnees do roxtreniite 
d(3 ce rayon, appelee centre de courbure, et 'l, a, v los angles forme> 
avec les demi-axos des coordonnees positives par la droite me nee dii 
point (x, y, z) au point (^, v], 1 ), On aura 

. 4 — X ^ f] y ^ - 

~ COSA, =- = COPU, 5 ^ =r COSV. 

t' p f 

De plus, en vertu de ce qui a ete dit {page 309), les angles <u v 
seront determines par la formule (35) (seizieme Lecon), dans la- 
quelle I’arc s represente la variable independante. Or, si Ton a egard 
a I’equation (24) de la dix-septieme Lecon, on reconnaitra que cetle 
formule peut s’ecrire comme il suit 

cos/. COSfi COSV 0 

d'-x ~ IFy' ~ IFl ~ ’ 

et Ton en tirera 

(3) cosX = ?™, cosji = p^, cosv = p-^. 

On pourrait encore etablir directement ces dernieres formules par la 
methodequi nous a conduits aux equations (iG) de la septieme Lefon. 
Cela pose, on aura, en prenant s pour variable independante, 

i, — X n p* 

d'X d-y d*z ^ d?' 


( 4 ) 
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et, par suite, 


(3) 






5- 




Si i’on cessait de prendre s pour variable independante, on devrait 
reraplacer 


par 


d-x 

d^y 

dH 



ds’^ 

jdx 

4 

ds 

ds 

ds * 

~di' 

ds 


etl’on trouverait en consequence 


( 6 ) 

jdx 

ds 

COSA=:p-^-, 

, 4 

ds 

COSft = p-^. 

,dz 

ds 

COSV = p^, 

17 ) 

jdx 

;-^=P-5r> 

d± 

, ds 

^ ds 


puis, en remettant pour p- sa valeur tiree de la formule (27) (dix- 
septieme Le^on), 


I ; -j: = 

( 8 ) ■r,-y = 


dsdro: ^dxdrs 


( dy d‘ z — dz d'y f {dz d- x — dx d* z)- {dx d^'-y — dy d^ x )' 
dsd^y — dyd-s 

[dyd}z — dz d-y Y + {dzd^x — dxd'-z )- + ( dx d^y — dy d^ x )‘^ 
dsd^z ~ dzd’S 

(dyd^z — dz d*y)--^{dzd*x — dxd-zY-\- [dx d^y — dy d‘ xf 


ds^, 

ds^, 

ds^^ 


ou, ce qui revient au meme, 

/ ,. _ dy[dydrX’—dxd}y)-^dz{dzd-x~dxd'z) 

i ydyd^z-clzd'-yf-\-{d3d‘x-r-clxd'-zf+(dxd^y-dyd*xf^^^ +dy-+dz^), 

) dz[dzd}y — dyd^z)-{’dx{dxd"‘y — dyd‘x) s . j , a \\ 

1 ” ^ ~ (dycC-z-dI¥yY + {dzd'-x~cb;d^zY + {dxd^y-dyd?xy- + “/■ + “-)- 

f t s = d}z - dz d^-x) + dy[dyd}z -dzcPy) ‘ ’ . 

1 ■ , {dytPs-dzcPyY+idzd'-x-dxd-sY + idxd^y-dycPxy-^. ^ ^ ^ 
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Dans le cas particulier oh Ton prend_^a7 pour variable indepenclante. 
les formules ( 7) et (g) se reduisent a 


(10) 


C — rz; — ^ ; P 

" .rij 2 r 




(i -i- y'~ -i - 2 - ' J' y 

^'(^y-. -"v') + v" z'(z',y 




V' ) — r 


73 ( I -H :>• ■ ■ 


-hy'- -t- z'-j- ‘ {y'z" — 3'-— 1'- 


On peut employer indifferemment les formules (7), ( 8), ('g; ou < 10 1 
pour determiner les coordonnees vj, "C du centre de courbure. Ajou- 
tons que ces coordonnees verifieront en general le systeme des truis 
equations 

I H- ('0 3)^= p-, 

(n) j ~ x) dx +■{■!]— y) dy -y- (^— 2 ) dz=:o, 

1 {l-x)cr-x+{-n-y)cPy-y-(^X-z) d'-z - dx '- - dy^ - dz^- o, 

dont les deux premiferes seront evidemment satisfaites pour fous les 
points (^, Y], C) situ6s dans le plan normal et a la distance p du 
point {x, r, 5). Quant a la derniere des formules (i i), on peut I’eta- 
blir, soit en ajoutant les formules (8) respeetivement multipliees 
par d-x, d-y, d^z, soit en ajoutant les equations (i) apres les avoir 
multipliees membre a membre par les equations -(6 ), et simplifiaht 
I’equation resultante a I’aide de la formule 

• (; — ar)rf.zr-t-(Y!— /)rfy-f -(7 — 3 )y /3 = o. 

IL est essentiel d’observer que I’ on reirouve la seconde et la troisiime 
des formules (ii), lorsquon differjentie la premiere ei la seconde, en 
operant comme si les trois inconnues r,, etaient des quantiles con- 
stantes. 

Quand le point (a?, y, z) vient a se deplacer sur la courbe donnee, 
le centre de courbure se deplace en meme temps. Si le premier point 
se meat d’un mouvement continu sur la courbe dont ii s’agit, le 
second decrira une nouvelle courbe. Or, pour obtenir les equations 
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<le celte derniere, il suffira evidemment d’exprimer en fonction d’une 
seule variable cc, ou j, on s, etc. les valeurs de •/;, 'C tirees dos for- 
raules ( 7 ), puis d’eliminer cette variable entre les trois formules. 
Les deux equations resultant de Telimination nc renfermeront plus 
que les trois variables ■/], ^ et representeront precisement la ligne 
qui sera le lieu geometrique de tous les centres de courbure de la 
ligne donnee. Pour etablir les principales proprietes de cette ligne 
on difFerentiera les deux premieres des formules (ii), en faisant 
varier toutes les quantites qu’elles renlerment. En operant ainsi on 
trouvera 

iTa) a: ' + (r/ — i') dri + — z) dX = pd^j 

et 

f 1 3 ) dje dz. ~1~ dy dxi -e dz d^ o ■ 

11 suit de I’equation (i3) que la tangente menee a la nouvelle courbe 
par le point (^, ■/;, *Q forme un angle droit avec la tangente menee a 
la courbe donnee par le point (j;, j', s). Done la tangente a la nou- 
velle courbe est comprise dans le plan normal a la courbe proposee. 
De plus, si Ton nomme ; Parc de la nouvelle courbe compris entre un 
point fixe et le point mobile (E, r,, s). on aura 

(i4) • 

et Ton tirera de I’equation ( 12 ) 

, - , dp K — X di Xi — Y dr, ? — 3 

(ij) ^ H ^ — + 2 

aq p ag p di p di 

Or, il resulte evidemment de cette derniere formule que le rapport 


est Equivalent an cosinus de Tangle aigu on obtus forme par le rayon 
de courbure p avec ia tangente a la nouvelle courbe. Quand la pro- 
posEe est-pHa^e,. Cette tangente seCoufend avec le rayon de courbure 
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ou avec son prolongement, et par consequent le rapport ^ se rWuit 

au cosinus d’un angle nul ou au cosinus de Tangle t., c’est-a-dire 
a ± I. On a done alors 


et Ton en conclut, comme on Ta fait dans la septipme Lecon, qi\e 
Tare ± A? est la difference des rayons de courbure correspondant a 
ses deux extremites. Mais il n’en est plus de meme quand la courbe 

donnee cesse d’etre plane, et, dans ce cas, le rapport ^ obtient gene- 
ralementune valeurnumerique differente de Tunite. 

Concevonsmaintenantqu’un filinextensible d’une longueur connue 
soit fixe par une de ses extremites en un certain point de la courbe 
proposee, et que ce fil, d’abord applique sur la tangente menee a la 
courbe par le point dont il s’agit, vienne k se mouvoir en demeurant 
toujours tendu, de telle sorte qu’une partie s’enroule sur Tare ren- 
ferme entre le point fixe et le point variable (x, y, z). L’autre partie, 
qui restera droite et touchera la courbe donnee au point (x, y, z), 
sera lerminee par un point mobile qui decrira une nouvelle courbe., 
Cela pose, on se trouvera naturellement conduit a designer ces deux 
courbes a Taide des denominations deja employees dans laseptieme 
Le^on, page ri6. Nous dirons en consequence que la seconde courbe 
est une developpante de la premiere et que la premiere est une deve- 
loppee de la seconde. Leurs proprietes respectives peuvent etre facile- 
ment etablies par la methode que nous allons indiquer. 

Soient i, v], ^ les coordonnees du point de la developpante qui cor- 
respond au point (a?, y, s') de la developpee et r la distance entre ces 
deux points. On aura evidemment 


(17) 


Yj —y 

dx 

dy 

•ou 



(i 8 ) 


■n —y 

dx 



, — ^ r 

ds ds’ 


ds 


ds 


la formulfe (17) devant fetre adoptee lorsque la longueur r sera 

aEurresde C.-S.tlji-y. 4' 
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comptee, a partir du point (x, y, z) de la developpee, sur la tangente 
prolongee dans le meme sens que I’arc et la formule (i8) dans le 
cas contralre. De plus on aura, dans la premiere hypothese, 

( 19 ) . r-i-s = c, 

( 20 ) dr=z — ds; 

et dans la seconde 

( 21 ) r — s = c, 

( 22 ) dr = ds, 

c designant une quantite constante. Par suite, on firera de la for- 
mule (17) ou (18) • 

/ ^ ^ ^ - -2? _ n — V _ X— z _ }■ 

djc dy ds dr ’ 


OU, ce qui revient au meme. 


( 24 ) 


dx dy „ 


r 


dz 

dr 


Si Ton dilferentie ces dernieres equations, on trouvera 

(25) dl^-rd’^^, d-n=~rd^, dX^-rd^^, 


et comme on aura d’ailleurs 


(26) 


dr-= dx--h dr- + ds-. 



dx ,dx dr ,dv ds ,ds 

^ Zj ^ ‘ ^ T" “ ~T~ — ^7 

dr dr dr dr dr dr 


on conclura des equations (20) respectivement multipliees par dx, 

dy, ds. 


(37) dxdS,-¥ dyd-n-i-dsd3Xs=o. 

II rfisuUe de cette demi^re foraiule que les tangentes menees. par les 
Bt («f, j,s) ,k la developpante et a la developpee se 
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coupent a angles droits. Done la langente a la developpee esi loujours 
normale a la ddveloppante. Cette proposition, que nous avions dejii 
etablie pour les courbes planes, s’etend, comme on le voit, aux 
courbes a double courbure. 

Lorsque la developpee est connue, comme nous I'avons suppose 
dans ce qui precede, il suflit, pour obtenir les equations do la deve- 
loppante, de substituer dans les formules ( 24 ) les valours dc x, v, 
exprimees en fonction de s, de rcmplacer on outre r par c tz s, puis 
d’eliminer s cntre ces memes formules. En elfct, on parviendra do 
cette maniere a deux equations entre r, et 'C qui represonteront evi- 
demment la courbe decrite par I’extremite de la longueur r. 

Supposons il present que Ton cherche, non plus une developpaiite, 
mais une developpee de la courbe a laquelle appartiennent les coor- 
donnees variables x, r, z-. Si Ton appelle v], C les coordonnees du 
point de cette developpee qui correspond au point (x,v,z) de la 
developpante, et si Ton designe toujours par r la distance entre ces 
deux points, on devra, dans la formule (a'i), remplacer x,y, z par 
7 ], C et reciproquemdnt. On aura done 


( 28 ) 


x — ^ ,r — t) _ ^ ^ ^ 

f/' dr, ~ d^ dr 


et, par consequent, 

( 29 ) dl=(X — x)^-, dr, — {-n^y)^, :)^^- 


On aura de plus 
(3o) ■ 

Si Ton diEferentie trois foisde suite I’equation (3o) en prenant Tare s 
pour variable independante, et ayant egard aux formules ( 29 ), on 
trouvera 

( i'i—x)dx -^{ii~y)df -y(^ — z)ds = 0 , 

^ ^ I — x)d*x-+{-ri — — z)d*s = ds’, 

(Sa) (I — x)d(rcPx) + (»} — J')d{rd*jr) + {Z — z)d(rd^s} = o. 
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puis on en conclura 

l — x _ n — y ? — ^ 

dy(l(rd-z)-dzd[rd‘y) ~dsd{r d-x) -dxd[rdh)~ dxd(r d^y) - dy d{r d^x) 

da- 

~ d'x[dyd(rdh)-dsd(rd‘y)] + d‘y[dzd(rd^x)-dxd(rd^z)] + cl^z[dxd[rd‘y)-dyd(rd?xj\ 

r • 

\{dyd[rd?z)-dzd{rd^y)Y^{dzd{rd^x)-dxd{rd^i)Y + {dxd[rd^y)-dyd{rd?x)Y4 

. r 

~~ {ds%d{r(Px)]'+[d[r(fiy)Y+[d(rd^z)Y\-[dxd{rd^x) + dyd[Td^y) + dzd{rd}z)Yf 

On tirera de cette derniere formule, en renversant deux des fractions 
qu’plle renferme, et Levant chkcune d’elles au carre, 

ds'\]dlr<Px)f-i-[d(rd‘-y)]- + l<^{rd^z)Y\-[dxdird^-x) + dyd{riPy) + dzd(rd^z)] t 
= ^ (rfiT d’Y d^z-’dxd^zd^y-^ dy d^z (^x — dy d^x d^z -f dz d^x d^y — dz d’^y d?xf^ 


ou, ce qui revient au meme, 


( 33 ), 

1 


Y^Y /^Y /^Yl — 

tdrx cPx d’y d^-zd?z\ dr 
^ \ dj* ds* ds^ d^ ds* ds* j ^ ds 

r/ffV /f^V /'^V_ ‘t ^V1 -s 

'*'L\ds*y''*\di*j"^ / \^' ds^ ^ ds ds^ ds ds^j ’ 

_ / dx (Py (fiz — dx (Pz d^Y + dy d^z d^x — dy d?x d^ z + dz d‘ X (Py — dz (Py d^xy ^ 
- [ ^ -I ^ . 


Si, dans I’quation (33), on substitue pour x, y', s leurs valeurs 
exprimees en fonction de s, elle ne renfermera plus que la variable s 
et I’inconnue r avee le coefficient differentiel ^ et sera ce qu’on 
nomme une equation differentielk du premier ordre entre r et s. Or, il 
resulte des principes du calcul integral qu’on peut satisfaire a cette 
^nation differentielle en prenant pour r une infinite de fonctions 
de s eorrespondant aux diverses valeurs que peat recevoir une cer- 
taine constante arbitraire. Si, apres avoir determine Tune de ces 
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fonctions, on remplace dans les formules (3o) et (3i) les variables x, 
y, z, r par la seule variable s, il ne restera plus qu’k Miminer s entre 
ces formules pour obtenir, entre les coordonnees vj, deux equa- 
tions propres a representer une developpee de la courbe que Ton con- 
sidere. Cela pose, il est clair que cette courbe aura une infinite de 
developpees qui correspondront aux diverses valeurs de r, ou, ce qui 
revient au meme, aux diverses valeurs de la constante arbitraire. 
Ajoutons que toutes ces developpees seront situees sur la surface a 
laquelle appartiendra I’equation en y] et produite par Teliinina- 
tion de s entre les formules (3i). 

La surface dont nousvenons de parler, ou le lieu geometrique de 
toutes les developpees, jouit de plusieurs proprietes remarquables 
que Ton deduit facileroent des equations (3i), ou, ce qui revient au 
meme, des suivantes 


(34) 




ds 

ds^ 


0 , 


I. 


D’abord, il est clair que, si Ton attribue a I’arc s et aux quantites qui 
en dependent, c’est-a-dire a 

„„ dx dy ds cP-x d-y d^s 

des valeurs determinees, les equations (34), dans lesquelles v], X, 
resteront seules variables, repr^senteront deux plans don't la com- 
mune intersection sera une droite comprise dans la surface dont il 
s’agit. Done cette surface renfermera une infinite de droites corres- 
pondent aux diverses valeurs de s et sera du n'ombre de celles que 
Ton nomme surfaces reglees. On peut observer, d’ailleurs, que la pre- 
miere des- equations (3i) ou (34) est precisement celfe du plan 
normal mene par le point (ar,j, s) a la courbe donnee. Quant a la 
seconde des equations (34), on peut, en vertu des formules (3), la 
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reduire a 

(36) (i — oc) COSA + (y) — _}') COSfJH- (; — COSv = p, 

et Ton reconnait aJors immediatement : i® qu’elle est verifiee par les 
valeurs de y], C tirees des formulas (i), c’est-a-dire par les coor- 
donnees du centre de courbure; 2° qu’elle represente le plan mene 
par ce meme centre perpendiculairement au rayon de courbure dont 
la direction forme, avec les demi-axes des coordonnees positives, les 
angles 1, p., v. Enfin, si Ton pose, pour abreger, 

(87) ;r = o(^), y — z(s), z = 6 {s), 

les equations (34) deviendront respectivement 

(38) [^ — oti)] 9'(^) ['fl — [^ — '!'(■?)] '■|''(^) = 0 . 

(39) [| - 9(^)] ?"(*) h - Z(^)] yfis) - 9(^)] f'(^) = 1 , 

et I’equation (38), qui represente uu plan, quand on attribue a s une 
valeur constante, deviendra evidemment propre a representer la sur- 
face ci-dessus mentionnee, si Ton convient de regarder la quantite s 
comme une fonction de v], 'C determinee par I’equation (39). Cette 
convention etant admise, il sera facile d’obtenir I’equation differen- 
tielle de la meme surface. En effet, il suffira, pour y parveriir, de 
differ'entier la formule (38), en y faisant varier a la fois les quan- 
tites i, T], I et s. Or, en operant ainsi, et ayant egard a I’equation (89), 
dont le premier membre sera precisement le coefficient de ds, on 
retrouvera pour I’equation differentielle cherchee 

(■ 4 °) o' (s) (s) dn -T- 'Y (s) = o. 

Il resulte de celle-ci (voir la quatorzieme Le^on) que les demi-axes 
des coordonnees positives ferment, avec la normale menee par le 
point (i, 7], Q a la surface reglee, des angles dont les cosinus sent 
proportionnels, et meme egaux, si Ton prolonge la normale dans un 
sens convenable, aux derivees 
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Done cette normale et la tangente menee par le point (£c,v,z') a la 
courbe donnee sont deux droites parallMes. Done, puisqiie le plan 
tangent mene par le point (^, y], Z) k la surface reglee doit renfermer 
la generatrice de xette surface et, par consequent, le centre de cour- 
bure de la courbe proposee, il co’incidera necessairement avec le plan 
mene par ce centre perpendiculairement aux deux droites, e’est- 
a-dire avec le plan normal a la courbe. II suit de ces observations 
que chaque plan normal a la courbe touebera la surface reglee dans 
tous les points de la generatrice par laquelle il passera. Done, la sur- 
face dont il s’agit, e’est-a-dire le lieu de toutes les developpees de la 
courbe, sera une surface developpable. 

Il est essentiel de remarquer que I’equation (4o) coincide avec 
I’equation (27), de laquelle on la deduit, en substituant aux dilfe- 
rentielles dx, dy, dz leurs valeurs tirees des formules (37), savoir 

o'{s)ds, yj(s)ds, ']fi‘(s)ds, 

et supprimant ensuite le facteur ds commUn a tous les termes. 

Nous observerons en outre que, dans le cas oii la variable s cesse 
d’etre independante, il sulSt, pour obtenir la seconde des equa- 
tions ( 3 i), de differentier la premiere, puis d’avoir egard a celle-ci et 
aux formules (29). On peut en conclure que I’equation en r, et‘C, 
produite par Teiimination de s entre les formules ( 3 i), representera, 
dans tous les cas possibles, la surface qui sera le lieu geometrique 
des developpees de la courbe donn6e. Enfin, comme les formules ( 3 i) 
se confondent avec les deux premieres formules (n), on pourra 
encore affirmer que cette surface passe par la nouvelle courbe qui 
est le lieu geometrique des centres de courbure de la proposee. 

Il serait facile de prouver directement, et sans recourir au calcul, 
que la surface developpable qui touche constamment le plan normal 
-a une courbe quelconque est en meme temps le lieu des developpees 
de cette courbe. C’est, en effet, ce que Ton peut demontrer a Faide 
des considerations suivantes. 

Si Ton fait rouler sur une surface developpable le plan tangent a 
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cette surface, avec plusieurs droites menees par un point pris a 
volonte dans ce plan, chaque droitetracera evidemment sur la surface 
une deTcloppee de cette courbe. Done la surface developpable sera le 
lieu de toutes les developpees; et le plan tangent qui passera par les 
tangentes aux developpees, ou, en d’autres termes, par plusieurs 
droites normales a la courbe decrite {voir la page 822 ), se confondra 
necessairement avec le plan normal a cette courbe. Si, maintenant, 
on veut que la courbe decrite se reduise a une courbe donnee, il 
suffira de faire coincider la- surface developpable avec celle qui est 
constamment touebee par le plan normal a la courbe proposee, et de 
choisir convenablement le point mobile. S’il restait quelques doutes 
a cet egard, on les eclaircirait a I’aide des principes que nous etabli- 
rons dans les Leoons de la seconde annee. 

Pour montrer une application des formules qui precedent, consi- 
derons I’helice representee par les equations (38) de la treizieme 
Le§on, savoir 

(4i; ar = Rcos/?, ;>' = Rsin/), 5 = aR/>. 

Si Ton prend pour variable independante I’arc s, ou, ce qui revient 
au meme. Tangle p, on aura 

.( da; = — Rsin/xi'/), dy=. Reospe^^ dz = aT^dp. 

(42) < = — ReoSjOef/?®, d^y — — Rsin/?c?/>®, d-z=.o, 

I (Px— Rsin/jrfjs®, d^y— — d?zr=zo. 

On trouvera de plus (ooiVIa dix-septieme Legon) 

(43) (i + a*)^R£//>, 

(44) p=(H-a=)R. 

Gela pose, les formules (5) donneront 

(45) ^ = — a*Rcos/>, n=— «®Rsm/7, S = aR/). 

Si Ton elimine p entre ces derniferes, on obtiendra entre les coor- 
donaees vj, ^ deux equations propres k representer la ligne des 
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centres de courbure. Or, comme on tire des formules ( 4^ ) 

(46) ^=lang--, i’-i-rr=rt‘RS 

i 


il est clair (}ue cette ligne sera une seconde helice, comprise, ainsi 
que la premiere, dans la surface helicoide qui a pour equation 


(47) 


y — 


tang^, 


et tracee sur un cylindre droit qui a pour base, dans le plan des x. y, 
un cercle deceit de I’origine comme centre avec un rayon egal au 
produit a®R. Nous pouvions aisement prevoir ce resultaf. puisque 
nous savons que, pour obtcnir le centre de courbure correspondant ii 
un point (x,y,s) de Thelice donnee, il suffit (roirla dix-septieme 
Leqon) de porter sur la generatrice de la surface helicoide, a partir 
du point (x, y, z), la longueur p = (i -t- «-)R, et, par consequent, a 
partir de I’axe du cylindre, la longueur p — R = «-R. 

Quant aux formules (3o), (3i) et (32), elles se reduiront, dans le 
cas present, la premiere a 

( 4S ) V]® — 2 R ( ^ cos p - 4 - Y] sin p ) -f- R" -f- ( X — )■ — /*■, 

les deux suivantes a 

( £sin/) — Y) cos/> =r a (J — flRj?), 

(49) ) I- , . ,T> 

( ^ cos/j -f- Y) sin/> = — n-R, 

et la dernifere a 


(5o) (? cosp -t- Yi sin/j — R) cfr -i- (y) cosp — '^smp,)rdp — o. 

De plus, I’equation (33) donnera 
, dr'- , 

i-t-a"' ~ (i R^’ 

et Ton en conclura 

/ \ * r ‘ * 1 * 

^ ^ dp v/7TT4(i + «^)*R^ 

OEuvres de C. — S. 11, t. V . 


42 
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ou, ce qui revient au tneme, 

(.53) ,—l^ dp ± 

V I a- 

11 est facile cle s’assurer que les coordonnees du centre de courbure, 
c’esl-a-dirc les valeurs de vj, C fournies par les equations (4'5). 
verifient les formules (49)- Si, d’ailleurs, on ajoute ces formules, 
apres avoir eleve au carre les deux membres de chacune d’elles, on 
trouvera 


J 


=3 o. 


(54) 




et, par consequent, 
(35) 





puis, en substituant la valeur precedente de p dans la seconde des 
formules ( 49)1 on obtiendra I’equation 



Cette derniere equation, etant celle qui resulte de I’elimination 
de p entre les formules ( 49 ). represente la surface developpable qui 
touche constamment le plan normal a I’helice proposee, et qui est Ic 
lieu geometrique des developpees de cette courbe. Ajoutons que, 
pourobtenir les deux equations d’une de ces developpees, il suffira 
de joindre a la formule (56^ celle que produit I’elimination de p 
entre les equations ( 48 ) et (55), apres qu’on a substitue dans I’equa- 
tion ( 48 ) une des valeurs de r qui verifient la formule (53). On peut 
d’ailleurs, dans la recherche dont il est ici question, remplacer la 
formule (48) par la suivante : 


( 57 ) 
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a laquelle on parvient en combinant la formule (48 ) avcc I'equa- 
tion (54). Quant a I’equation (53), on pourra la presenter sous la 
forme 

,-n. ® - 4 - R(n-a=')'] 

(oo) g ■ -- ;j ± are.p.ns— =o, 

+ '■ J 

et Ton en conclura, en raisonnant comme a la page ir5, 


(39) 


A 




— — ^ p z= arc cos 

J -1- Ll^ 




O. 


Done la difference finie de I’expression 


VI- 


: p arc cos 


R(i +«’-') 


s’evanouira, ou, en d’autres termes, cette expression conservera une 
valeur constante, tandis qu’on fera varier Tangle p. On aura done, en 
designant par 3 une constante arbitraire, 


a R ( i-f- a- ) 

-==o±arccos — ^ 


ou, ce qui revient au meme, 

(60) r—~ 


R(i4-aM 


cos/S--.^\ 
Cela pose, la formule (07) donnera 


(6i) 






\ s/i + «v 



Si, dans cette derniere, on substitue la valeur de p titee de Tequa 
tion (54), on trouvera 


(62) 


aHi + a‘-)W- 
f R^ 



'9 


H ^ 1 <2^ 


aR\/ 1 -h a~ 


2 


La formule (62), reunie a Tequation (56), determine, pour chaqu 
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valeur particuliere cle la constante s, une developpec de I’helice quo 
Ton considere. 

II no sera pas inutile de remarquer que la plus petite des valeurs 
de r fburnies par I’equation ( 6 o) est toujours egale au produit 
(i-r-rt-)R, e’est-a-dire au rayon de courbure, et correspond a une 
infinite de valeurs diverses de Tangle p, dont Tune est ^uivalente au 
rapport, 

a 


Si, pour abreger, on designe par P ce meme rapport, ou, en d’autres 
termes, si Ton pose 


(63) 



Cl 


les equations ( 6 o) et ( 6 i) deviendront respectivement 


(64.) 

et 

(65) 


R (i -H a- ) 

^ ~ P)’ 


cos- 


\/n- 




r 'I 

L y/i-f- J 


Enfin, si Ton combine. Tequation (65) avec Tequation (54), on 
trouvera 


( 66 ) 


C — aRjD = ± (i -1- or- )* R tang • 

yO -h 


On pourrait remplacer les formules (56) et ( 62 ) par le systeme des 
formules (49) et ( 66 ). Si de ces dernieres on tire les valeurs de y] 
et C exprimees en fonction de p, on obtiendra trois equations com- 
prises dans la formule 


^-l-«*Rcos/> _ Y)-i-a®RsinjD f-aR/i , «(p-P) 


a sin/? 


a cos/? 


\/i + 


qui peut> a elleseule, representer chacune des developpees de rhelice. 
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II resulte evidemment de I’equation (67) que les coordonnecs -q, ‘C 
de chaque developpee deviennent infinies, toutes les fois quo Tangle p 
obtient une valeur de la forme 

( 68 ) p — P±( 2 /i + i)- ^ } 

n designant un nombre entier quelconque. Do plus, tandis que 
Tangle p converge vers Tune de cos valours, le point ne 

cesse pas d’etre situe sur la surface developpablc representee par 
Tequation (56), et s’approche indefiniment de celle des generatrices 
de la meme surface a laquelle appartiennent les equations (49)- 
quand on attribue a /> la valeur dont il s’agit. Done chaque deve- 
loppee sera composee d’une infinite de branches qui s’etendront a 
Tinfini et dont chacune aura pour asymptotes deux generatrices de la 
surface (56). 

Observons encore que, si Ton nomme Jt et $ les coordonnees 
polaires de Tune de ces developpees projetee sur le plan des x, v, on 
aura 


(69) | = ifleos^P, Y)=i1lsin®, 

et qu’en consequence les formules (49). reunies a Tequation (66), 
donneront 

( alsin(p — (?) — ±: a(i -t- a-)°R tang 

(70) ■ 

( Acos{p — 5')= — a’R. 


Le systeme des equations (66) et (70) peut etre employe avec avan- 
tage dans la recherche des proprietes des developpees dc Thelice. Si 
Ton pose, pour plus de simplicite, P = o, ces equations se redui- 
ront a 


$ — aRjD=± (i -(- a“)*R tang 

liR. sin {p — ?) =:±: a(i -+- a®)^R tang 
^ cos()D — (?) =— a®R, 


ap 


7^’ 

yi + a- 


(.71) 
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et representeront celle ^des developpees sur laqueile est situe le 
centre de courbure correspondant au point de I’helice qui coincide 
avec I’origine. Ajoutons que, pour revenir des formules (71) aux 
formules ( 66) 61(70), il sufBt evidemment de remplacer les quan- 
tites 

/), ® et ^ 

par les diflerences 

p-P, ®-P, ?-aRP. 

Or, la substitution de I’angle jo - P a Tangle p, et de Tordonnee 
'C — aRP a Tordonnee est precisement celle qu’il convient d’elTec- 
tuer pour que la courbe a laqueile appartiennent les trois coordon- 
nees ef( se deplace dans Tespace de telle sorte que chaque point 
decrive d’abord, en tournant autour de Taxe des avec un mouve- 
ment de rotation direct, si P est positif. Tangle -f- P, ou avec un 
mouvement de rotation retrograde, si P est negatif, Tangle — P, et 
parcoure ensuite, en glissant sur une paralJele a cet axe, la lon- 
gueur aRP dans le sens des - positives, ou la longueur — aRP dans 
le sens des 5 negatives. Done le deplacement dont il s’agit suffit pour 
transformer la developpee que representent les formules (71) dans 
Tune quelconque des autres developpees de Thelice. Done toutes ces 
developpees sont des courbes semblables entre elles et superposables. 
Ajoutons que, si 1 on attribue a P Tune des valeurs comprises dans la 
formule 



ce seront les diverses branches de la premiere developpee qui se 
trouveront, en vertu du deplacement dont nous avons parle, supCr- 
posees les unes aux autres. Done toutes les branches d’une meme 
developpee sont semblables entre elles. Ces proprietes remarquables 
des de\eloppees de 1 helice tiennent a la forme reguliere de cette 
courbe, que Ton peut superposer a elle-meme en lui imprimant tout 
a la fois un double mouvement de rotation autour de Taxe des 5 et de 
translation paralleleraent a cet axe. 
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On clitque deux courbes a double courbure sont osculatrices Tune 
de Tautre, en un point qui leur est commun, lorsqu’elles ont en ce 
point, non seulement la m’eme tangente, mais encore le meme cercle 
osculateur, et par consequent le meme plan osculateur, la meme nor- 
male principale et la meme courbure. Alors le contact qui exist© 
entre les deux courbes prend le nom A' osculation. Cela pose, on eta- 
blira facilement la proposition suWante : 

TheorLue I. — Concevons que deux courbes d double courbure soient 
representees par deux equations entre les coordonnees rectangalaires 
X, y, et que Von prenne Vabscisse x pour variable iiidependante. 
Pour que les deux courbes soient osculatrices Vune de V autre en un 
point commun correspondant a Vabscisse x^ il sera necessaire et il suffira 
que les ordonnees y, x; relatwes d cette abscisse et leurs derii^ees da 
premier et da second ordre^ cest-d-dire les six quantiles 


(0 







cPz 

dx- 


conser^enl, dans le passage d'une courhe d VaulrCy les mimes valeurs 
numeriques et les mimes signes ( ^ ). 


Demonstration. — En effet, si ces conditions sont remplies, les 
deux courbes auront exidemment un point commun correspondant a 
Tabscisse x. De plus, on conclura de ce qui a ete dit ci-dessus 
(&eizieme Legon, p. 292) qu'elles ont la meme tangente, et des 
formules (10) qu’elles ont le meme centre de courbure. Done, par 


Ce theortoe, qui subsiste generalement lorsque les quanlites j, f, z. z', z'^ 
conservent, pour le point commun aux deux courbes, des valeurs finies et fournissent 
line valeur determine© da rayon de courbure p. est sujet a quelques "exceptions. Il pour- 
rait cesser d’etre vrai si les memes quantiles, on quelques-unes d’entro dies, devenaient 
iiifinies. Alors les valeurs de ? — .-r, —j, C — 3, donnees par les equations fio) el le 

rayon de courbure p, pourpaient se presenter, pour Tune et Tautre courbe, sous la forme 

et varier neanmoins dans le passage de la premiere courbe a la seconde. Au reste, la 

remarque que nous faisons ici est applicable non seulement aux courbes a double cour- 
bure, mais encore aux courbes planes, et par consequent au theoreme I de la huitieme 
Legon. Effectivement, ce theoreme serait en defaut si les courbes proposees se redui- 
saient aux courbes (So) de la page i 52 . 
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suite, dies auront encore le meme cercle osculateur. Reciproque- 
meiit, si Ics deux courbes sont osculatrices I’une de I’autre au point 
dont I’abscisse esta;, non seulement les quantites 

■'—it 

^ fte’ ’’ dx 

devront restcr les memes dans le passage d’une courbe a I’autre, mais 
on pourra encore en dire autant du rayon de courbure p, ainsi quo 
des coordonnees t], ‘C du centre de courbure, e't, par consequent, 
des quantites y", dont les valeurs, determinees par le moyen des 
equations (lo), se reduisent a 

(I 

P 

Corollaire. — II suit du theoreme I que, dans le cas oil deux courbes 
a double courbure sont osculatrices Tune de I’autre, on peut en dire 
autant do leurs projections sur chacun des plans coordonnes, et 
memo de leurs projections sur un plan quelconque, puisque Ton 
peut faire coincider le plan des cc,y, par exemple, avec un plan quel- 
conque cboisi arbitrairement dans I’espace. 

Lc theoreme I etant demontre, on en deduira sans peine, en rai- 
sonnant comme dans la huitieme Leqon (p. 128 et 129) une autre 
proposition que Ton peut enoncer comme il suit : 

Theorems II. — Deux courbes a double courbure etant representees 
par deux equations entre les coordonnees x, y, z, pour sawir si ces deux 
courbes sont oscrulatnces I’une de V autre en un point donne, il suffira de 
prendre pour variable independante ou une fonction determiene des 
variables x, y, z, ou I’arc s compte sur chaque courbe a partir d’ un- 
point fixe, et d’ examiner si, pour le point donne, les mimes valeurs de 

X, y, z, dx, dy, dz, d^x, d^y, d^z 
pewent itre tirees des equations des deux courbes. 
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II est bon d’observer que, dans le cas ou Ton prend I’arc s pour 
variable independante, le theoreme II se deduit immediatement des 
formules ( 5 ) et (6) de la seizieme LeQon reunies a la formule (28) 
de la dix-septieme Legon et aux formules ( 5 ) de la page 3 i 8 . 

Si, dans le theoreme I ou II, on suppose la seconde courbe reduite 
au cercle suivant lequel se coupent une sphere et un plan represenfes 
par deux equations de la forme 

( 74 ) ( = 

1 — ?)COsL + (^^ — 11)0081)1 + (2 — S) cosN = o, 

les conditions propres a exprimer que le point (x, y, 2) est un point 
d’osculation suffiront pour determiner le rayon du cercle et les coor- 
donnees du centre, e’est-a-dire les quatre inconnues v], ^ et p, avec 
deux des trois angles L, M, N, qui d’ailleurs sont lies entre eux par 
I’equation 

(75) cos®L-t-cos*M-i-cos*N = i. 

En effet, si Ton prend x pour variable independante, les valeurs 
dey, y', s, 5',s"tirees des equations finies de la premiere courbe 
et de ses equations derivees devrontsatisfaire, en vertu du theoreme I, 
aux equations finies du cercle et a leurs derivees du premier et du 
second ordre, e’est-a-dire aux six formules 

I x — ^-+{y — n)y'-h{s — K)z'=o, 

( i-i-y'^ + z'^+(^y-n)y''^iz-i:)^"= 0 , 

1 (x — I) cosL + (y — ,n) C08M + (2 — C) cosN = o, 
cosL -f- y' cosM -t- s' cosN = o, 
y" cosM s" cosN = o. 

Lorsque de ces dernieres formules, jointes a I’equation (70), on 
deduit les valeurs des inconnues L, M, N; i, yj, ^ et p, on retrouve, 
comme on devait s’y attendre, les equations (i 5 ) et(29) de la dix- 
septieme Legon, et les equations (10) de la page Sjg. 
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(77) 


43 
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Si Ton cessait cle prendre ic pour variable independante, alors les 
equations finies du cercle et ses equations differentielles du premier 
et du second ordre pourraient etre presentees sous les formes 

(78) -h(y — =0. 

I (-3? — 5) cosL -h (y — -/]) cosM - 1 - (- — C)cosN = o, 

(79) < cosL^j? -i-cosM<^k h-cosN^/^ =0, 

( cosL cosM -h- cosN ~ o, 

et devraient etre verifieos par les valeurs de a;, y, -2, dx^ dy, dz^ d-x^ 
d-z tirees des equations de la premiere courbc. II importe d’ob- 
server que les equations (79) coincident avec les formules (4) et (i6) 
de la dix-septieme Le^on., et les equations (78) avec les formules (i i) 
de la page 3 19. 
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DIX-NEUVIEME LECON. 

[AYONS DE COURBURE DES SECTIONS FAITES DANS UNE SURFACE PAR RES PLANS NORMAUX. 
BATONS RE COURBURE PRINCIPAUX. DES SECTIONS DONT LES COURBURES SONT NULL’ES, 
DANS LE CAS OU LES RAYONS RE COURBURE PRINCIPAUX SONT DIRIGfiS EN SENS CON- 
TRAIRES. 


Considerons une surface courbe representee par I’equation 

'l) 

dans laquelle u designe une fonction des coordonnees rectangu- 
laires x,y, z. Si, par un point (x, y, z) donne sur cette surface, on 
fait passer un plan normal, ce plan coupera la surface suivant une 
certaine courbe que nous nommerons section normale. Soient p le 
rayon de courbure de cette courbe relatif au point {x, y, z) et L ^ 
les coordonnees du centre de courbure correspondant. On aura 

( 2 ) 


et, comme le centre de courbure se trouvera evidemment situe sur la 
normale menee par le point {x, y, z) a la surface proposee, les coor- 
donnees L r], ^ verifieront necessairement les equations de la normale 
OU la formule (ii) de la quatorzieme Legon; de sorte qu’on aura 
encore 


( 3 ) 


a? — g _ 7 — VI _ z — X 
du du du 

dx dy dz 


Observons, maintenant, que Tequation (2), dans le cas oil Ton y 
considere y, z comme seules variables, est Tune des equations du 
cerele osculateur de la section normale que Ton considere, et qu"en 
vertu desprincipes etablis dans la dix-huitieme Le^on la differentielle 
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du second ordre de cette meme equation, savoir 


(4) {x — \) (Px +■ ( j — Yi) d^y + (s — K)d-z + dx'^ ->r dy^ dz^ = o, 

devra etre verifiee paries valeurs de cc,y, z, dx, dy, dz, d^x, d^ y, drz 
tirees des equations de la section normale. 

Si, pour plus de commodite, on designe par s I’arc de cette courbe, 
les coordonneesa;, y, z de la meme courbe se trouveront liees a Tare 5 
par I’equation dififerentielle 

( 5 ) dx^ -y dy'^ dz^ = ds^ , 

en vertu de laquelle la formule (4) pourra etre reduite a 

(6) {x-l)cPie + {y-ti)d^y^iz — X)d^z=—ds^. 


On tirera d’ailleurs de la formule (i) differentiee deux fois de suite 


' 7 ) 


! j, , du j, du ,, d^u . , d^u , . d^u , , 
— d-x+-^d-y+^^d-z+-^_dx-+-^^dy^+ _ dz^ 

d-u d^u , , d^u , , 


puis, en posant, pour abreger, 


(8) 


Q d^u dx“ u dv^ u dz^ 

dx^ ds^ dy^ ds^ dz’^ ds^ 


dy dz ds d$ ^ dz dx ds ds ^ dx dy’ds'd^^ 


on reduira Tequation (7) a la suivante 

( 9 ) 




dy ' dz 

Si I’on fait, en outre, comme dans la quatorzifeme Le^on, 

on conclura sans peine de la formule (3), combinee avec les 6qua- 
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tions(2), (5), (9) et(io), 


^ ^ _ 7 — TO _ g — S 

du du du 

dx dy ds 


[(^-ir+(.y-^r-+(=-OT 

f/duY fduY 

LldJ ^\dy}-^\ds) J 


f. 

R‘ 


On aura done 


— ~ 0 + (j ~ to) + ( J — ?) 

dx />~ 


dy 


Q' 


(•0 


et, par suite, 
(12) 


a? — ^ _ 7 — TO _ 3 — ? 
du du du 

dx dy ds 


I 

P 



£ __ 
R~Q 


II est essentiel d’observer que, dans les formules (i r) et (12), R re- 
presente une fonction connue des coordonnees x, j, z. Quant a la 
quantite Q, dont la valeur est determinee par I’equation (8), elle peut 
etre exprimee en fonction des coordonnees x,y, z et des angles que 
forme avec les demi-axes des coordonnees positives latangentemenee 
par le point (x,y, z) a la section normale que Ton considere. En 
effet, si Ton nomme a, y ces memes angles, on aura (mr la 
seizieme Legon) 


(i 3 ) 

ou bien 


cos a = 


da: 
ds ^ 




(i4) 


cosac = — 


da; 
ds ^ 


cas (3 =~ 


dy 


d^ 


cosy = — 


ds 


et, dans Tun ou I’autre cas, on tireTa de I’equation (8) 


(i 5 ) 



d- u , d^u _ Q d- It 
:COS®a+ -r-TCOS®B-f- 3-^ 

^ ^ ds® 


da?® 


cos®y 


d®M Q d®M 

^3 — 3- cosScosy-+- 23 — ^ 
ay dz ^ ' az da: 


d® u 
da?d/ 


cosacosjS. 


cosy cos a -h 2 
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Or, il est clair que le second membre de cette derniere equation se 
reduit a une fonction connue des variables x, y, a, p, y. Cela pose, 
si ]’on donne, avec le point (x,y, i), la tangente menee par ce point 
a une section normale faite dans la surface proposee, il sufBra evi- 
demment de recourir a la formule (12) pour determiner le rayon de 
courbure p de cette section normale, et a la formule (ii) poQr deter- 
miner avec le rayon p los coordonnees y), C du centre de courbure. 

Lorsqu’on passe d’une section normale a une autre, sans deplacer 
le point (a?, y, 5), les angles a, y changent de valeurs, et la meme 
chose a lieu, du moins en general, pour la quantite Q et pour les 
variables qui en dependent, savoir : v), ^ et p. S’il arrive que dans ce 

passage la quantite Q change de signe, alors le rayon de courbure 
de Tune des sections normales sera determine par I’equation 


(16) 



et celui de I’autre par I’equation 



car, les quantites p et R etant essentiellement positives, on doit 
necessairement reduire le double signe ±, qui affecte le second 
membre de la formule (12), au signe -f-, dans le cas oii Q est positif, 
et au signe — , dans le cas contraire. D’autre part, les quantites 


du du du 
dx^ dy^ d^ 


etant independantes des angles a, p, y, on pent affirmer que, si, dans 
le passage de la premiere section a la seconde, la quantite Q change 
de signe, les differences 

r-v), s-t; 


en changeront pareillement. Done, les centres de courbure des deux 
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sections se trouveront situes, a I’egard du point (a:, y, s), Tun d’un 
cote, I’autre de I’autre, sur la normale nnenee par ce point a la surface 
donnee; de sorte que les rayons de courbure des deux sections seront 
diriges en sens contraires. 

Les rayons de courbure des diyerses sections normales qui passent 
par un meme point (^x, y, s) ont entre eux des relations qui meritent 
d’etre remarquees. Pour decouvrir ces relations, il faut d’abord 
chercher la loi suivant laquelle le rayon de courbure p, determine par 
la formule (12), varie avec les angles a, j, qui sont renfermes dans 
la valeur de Q. On peut rendre cette loi fort evidente a I’aide d’une 
construction geometrique qui consiste a porter sur la tangente a 
chaque section normale, a partir du point (a?, y, 5), et des deux cotes 
de ce point, deux longueurs egales au rayon de courbure correspon- 
dant, ou a une puissance positive de ce rayon. La rourbe qui passera 
par les extremites des longueurs ainsi portees sur les diverses tan- 
gentes sera evidetnment une courbe plane, comprise dans le plan 
tangent a la surface proposee; et, comme le rayon mene du point 
-s) a cette courbe croitra ou decroitra en meme temps que le 
rayon de courbure de la section normale tangente au rayon vecteur 
dont il s’agit, il est clair que la nature de la courbe sera tres propre a 
faire connaitre la loi suivant laquelle variera ce rayon de courbure. 

Dans le cas parti culler oii Ton suppose que la longueur portee sur 
chaque tangente est egale a la racine carree du rayon 'do courbure 
correspondant, la courbe dont nous venons de parler se reduit a une 
ligne du second degre. Adoptons, en effet, I’hypothese dont il est ici 
question, et concevons que Ton designe par yj, C, non plus les coor- 
donnees du centre de courbure, mais celles de Textremite d’une 

i 

longueur egale a portee a partir du point s) ’sur la tangente 
qui forme avec les demi-axes des coordonnees positives les angles a, 
p, y. On trouvera, en admettant que I’origine des coordonnees con- 
serve sa position primitive, 

)• - 1 • i 

4 — a; = p’cosflc, t) — y = p®cos§, $ — 5=:p*cosy, 
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et, en transportanl I’origine au point (a;, j, z), 

111 
(i8) c = p*cosa, ifi=:p-cosp, S = p*cosy. 

On tire d’ailieurs de la formule (12) 

Qp = ±R, 

puis, en remettant pour Q sa valeur donnee par I’equation (i5), 


(19) 


fd’M , d^u , 


I O ol 


Done, enayantegard auxformules (18), on trouveradefinitivement 


. . W 4-0 




d'-u _ 
’^dzdx^^' 




dx dy ' 


Cette derniere equation, dans le cas oil Ton y considere y], ^ 
comme seules variables, represente une surface du second degre qui 
renferme la courbe plane ci-dessus mentionnee. On peut remarquer 
que cette surface a pour centre la nouvelle origine, e’est-a-dire le 
point (a?, y, z) ; et, comme le plan de la courbe passe aussi par le meme 
point, on est en droit de cbnclure que la courbe dont il s’agit se reduit 
a une lignedu second degre qui a encore pour centre le point(a;, j, z). 
Pour obtenir les deux equations de cette ligne, il suffit de joindre a la 
formule (20) I’equation qui represente leplan tangent mene a la sur- 
face donnee parle point (x,y, z), quand on transporte en ce point 
I’origine des coordonnees, e’est-a-dire I’equation 


(21) 


du du 


du 

dz 



que Ton deduit de la formule (2) (quatorzieme Legon), en rem- 
plagant rj, ^ par \ + x, tq-i- j, ^ + 3. On pourrait encore etablir 
I’equation (21), en observant que la dififerentielle de I’equation (i), 
savoir 


du 


du 


du 
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se reduit, en vertu des formules (i3) ou (i4), a 


(23) 


du . du 

— cos« + ^cosp + ^cosv = o. 


et en eliminant de cette derniere, a I’aide des formules (i8), Ics trois 
angles a, |3, y. Enfin, si Ton appelle X, p., v Ics angles que forme avec 
les demi-axes des coordonnees positives la normale menee par le 
point ( o:*, y, x;) a la surface proposee, on aura 


(24) 


COsX COSJUL COSV 

du du du ’ 

dx 


et, par suite, I equation (21) pourra etre presentee sous la forme 
(2^) ? COsX -H *0 COSfJLH- ? COSV — 0. 

Observons maintenant que les formules (20) et ('25) sont entiere- 
ment semblables aux equations (i) et (2) de la quinzi^me LcQon, 
desquelles on les d6duit en rempla^ant les coordonnees x. y, z par 
les coordonnees v], C et les coefficients 

A, B, C, p, E, F, K 

par les quantites 

d-u d^u d^it d'- u d-u ^ 
dx- ’ dy^ ’ dz'^ ’ dy dz^ dzdx^ dx dy^ 


Cela pose, on conclura des principes exposes dans la quinzieme 
Le?on que la ligne representee par le systeme des equations (20) 
et (25) se reduit, en general, a une ellipse ou au systeme de deux 
hyperboles conjuguees; mais que, dans cerfains cas particuliers, elle 
pent se transformer en un cercle, ou en un point unique, ou en un 
systeme de droites paralleles, egalement distantes du point {x, y, z), 
ou bicn encore en un systeme de deux droites menees par ce memo 
point. La meme conclusion resulte aussi de la forme que prend 
I’equation (20), lorsque le plan desa;, j est parallele au plan tangent 
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mene par le point {oc,y, z). Alors, en effet, I’equation (21) ou (26) 
se retluit a 

(26) ? = o> 

et, en combinant celle-ci avec la formule (20), on trouve pour I’equa- 
tion de la ligne ci-dessus mentionnee 


(27) 


d-U 




d^-u .. d^-u , 


±R. 


Or, il est facile de s’assurer que Tequation (27) representera une 
ellipse, si la difference 

^ dx^ dy^ \dxdy) 


est positive; deux hyperboles conjuguees, si cette difference devient 
negative, et deux droites paralleles, si la meme difference se reduit a 
zero. Ajoutons que Tellipse se transformera en un cercle, si Ton a 


(29; 

et quo la condition 


d’^u _ d"-u 
dx^ dy^ ’ 


d'-u _ 
dx dy ~~ 


f 3o) 


R = o. 


si elle est verifiee, reduira I’ellipse au point {x,y, z), ou les deux 
hyperboles a deux droites menees par ce point'. Comme on pent 
d’ailleurs choisir arbitrairement le plan des x, y, le raisonnement 
qu'on vient de faire est evidemment applicable a tons les points de la 
surface proposee. 

Pour que I’equation (21) se reduise, comme on vient de le sup- 
poser, a I’equation (26), il faut necessairement que des trois quantites 

du du du 
dx’ dy’ dz’ 

les deux premieres s’evanouissent, ou que la troisieme devienne 
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infinic. Dans le premier cas, on trouve 

(30 R = ±^, 

et I’equation (27) devient 


( 32 ) 


V, , d-u ^ O-u „ , Oil 

dx- dx dy'‘^ dy- ^ ~ d: 


il est essentiel d’observer que, pour chaque section normale, les 

coordonnees v] du point situe a I’extremite de la longueur p* veri- 
fient toujours une seule des equations 


( 33 ) 

d‘ u . , , d- It 

dx- dx dy 

(■ 34 ) 

ii ^2 ^ d’^u 

dx'^ ^ ^ dxdy 


^ d-u ^ 
c,-n + 


qui sont comprises Tune et I’autre dans la formule (27), et qui cor- 
respondent la premiere a I’equation (16), la seconde al’equation (17). 
Done, si, dans le passage d’une section normale a une autre, le pre- 
mier membre de la formule (27) change de signe, il faudra substituer 
les equations ( 34 ) et(i7) aux equations ( 33 ) et (16), ou recipro- 
quement; et, par suite, les rayons de courbure de ces deux sections 
normales seront diriges en sens contraires. Au reste, eela ne pent 
arriver que dans le cas ou la difference (28) est negative, e’est-a-dire 
dans le cas oii I’equation (27) represente un systeme de deux hyper- 
boles conjuguees. Alors le plan tangent a la surface donnee divise 
cette surface en deux parties, et Tune de ces parties renferme les 
sections normales dont le rayon de courbure se dirige dans un sens, 
tandis que I’autre comprend les sections normales dont le rayon de 
courbure est dirige en sens inverse. Au contraire, lorsque I’equa- 
tion (27) represente une ellipse, cette equation se reduit, pour toutes 
les sections normales, a une seule des formules ( 33 ), ( 34 ). Done 
alors toutes les sections normales ont leurs courbures tournees dans 
le meme sens, ce qui suppose que la surface courbe est situee tout 
entiere d’un m^me cote du plan tangent. 
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Comnie lo ravon de courbure p d’une section nomale est le carre 
du rayon vecteur v/(^‘ du point (a;, j, s)ala ligne (27), 
on pent affirraer que chacun des deux plans normaux qui passent par 
les deux axes decette ligne produit une section normale dont le rayon 
de courbure est un maximum ou un minimum. Nous nommerons sec- 
tions principales et rayons de courbure principaux les deux sections 

normales dont il s’agit et leurs rayons de courbure. Cela pose, il est 
/ 

clair que les plans des sections principales se couperont toujours a 
angles droits, et que les rayons de courbure principaux seront diriges 
dans Ic meme sens, si la ligne (27) est une ellipse, mais en sens con- 
traires, si la ligne (27) se transforme en un systeme de deux hyper- 
boles conjuguees. Ajoutons que ces rayons de courbure represente- 
ront, dans le premier cas, une valeur minimum et une valeur maximum 
de la variable p, et dans le second cas, deux valeurs minima de la 
meme variable. En d’autres termes, si la ligne (27) est une ellipse, 
les sections principales seront les sections normales de plus grande 
et de moindre courbure. Mais si I’equation (27) appartient a deux 
hyperboles, les sections principales seront I’une etl’autre des sections 
normales de plus grande courbure ; seulement, leurs courbures seront 
dirigees en sens contraires. Dans la meme hypothese les sections 
normales dont les plans renfermeront les asymptotes communes aux 
deux hyperboles auront evidemment des courbures nulles, corres- 
pondant a des valeurs infinies de p. Done les plans des deux sec- 
tions dont les courbures s’evanouiront formeront des angles egaux 
avec les plans des sections principales. 

Lorsque, la difference (28) etant positive, les conditions (29) sont 
verifiees, I’ellipse representee par I’equation (27) se change, comme 
on I’a dit, en un cercle. Alors, toutes les sections normales avant des 
courbures egales, on pent designer sous le nom de sections principales 
deux sections normales quelconques dont les plans se coupent k 
angles droits. 

Lorsque la difference (28) est nulle, la ligne (27) se reduit a un 
systeme de droites paralleles, que Ton peut considerer comme repre- 
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sentant une ellipse dont le grand axe est devenu infini. Done alors les 
sections principales correspondent a une valeur minimum et a une 
valeur infinie de p,’en sorte que Tune de ces deux sections a une 
courbure nulle. 

Si laquantite R s’evanouissait, toutes les sections normales auraient 
des rayons de courbure nuls ou infinis. 

II existe, entre les rayons de courbure principaux et les rayons de 
courbure de deux sections normales dont les plans se coupent a angles 
droits, une relation que Ton deduit facilement des theoremes I et 11 
de la quinzieme LcQon. En effet, si Ton remplace les courbes dont il 
est question dans ces theoremes par la ligne ( 27 ), les carres des rayons 
vecteurs menes a ces memes courbes se changeront en rayons de 
courbure de sections normales a la surface donnee, et Ton se trouvera 
immediatement conduit a la proposition suivante : 

THEOutiME. — Si, apres avoir mend, par un point {cc,y, z") d’une sur- 
face courbe, deux plans reciangulaires entre eux et normaux a cette 
surface, on dime successivement L’ unite par chacun des rayons de cour- 
bure des deux Ugnes d’ intersection, la somme des quotients sera une 
quantile constante, pourm que dans cette somme on prenne toujours 
avec le signe + les rayons vecteurs diriges dans un certain sens d partir 
du point {x, y, ;s), et avec le signe — les rayons vecteurs diriges en sens 
inverse. Par consequent, la somme dont il s’agit sera egale, aii signe 
pres, d la somme ou a la- difference des quotients relatifs aux rayons de 
courbure principaux. 

On peut encore trouver facilement la relation qui existe entre le 
rayon de courbure d’une section normale quelconque et les angles 
formes par le plan de cette section avec les plans des sections prin- 
cipales. Pour y parvenir, observons d’abord que, dans le cas oil le 
plan tangent a la surface proposee est represente par I’equation (26) 
et devient parallele au plan des x, y, on a, pour la tangente a ebaque 
section normale. 


( 35 ) 

( 36 ) 


cosy = 0, 

cos- a ■+■ cos* p = I . 
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Par suite, on tire de la formule (i5) 


(3; 


0 = ^ 
^ dx^ 


cos- ex + 2 -T — ^ cos « cos S + -r— ^ cos- 3, 
dx dy ay 


La valeur precedente de Q devient encore plus simple quand on 
suppose les plans des x, z. et desy, z paralleles aux plans des sections 
principales. Alors, en effet, I’equation (27), representant une ligne 
du second degre rapportee a ses axes, ne peut plus renfermer le pro- 
duit des coordonnees yj et doit se reduire a 


(38) 

On a en consequence 

(39) 


d'-u^ d-u 


d'-ii 


dx dy 


: 0 , 


Or, en vertu de cette derniere condition, la formule (37) devient 
(40; Q = ^cos’« + ^cos'p. 


Comme on tire d’ailleurs de la formule (36) 
cos^^ = I — cos^a = sin-«t, 

il en resulte que Tequation (4o) peut s’ecrire comme il suit : 

\ rw « , d-ii . „ 

(il) Q = ^^cos®«+ sin^a. 

Cela pose, la formule (12) donnera 


(42) 



\dx'- 


cos^a 


d'^u 

dy^ 


sin®« 


Soient maintenant p,, p, les rayons de courbure principaux. Comme, 
pour obtenir ces deux rayons, il suffira de poser successivement, dans 

la formule (42), a = o, a = -, on trouvera 

^ ^ 2 
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et, par suite, I’equation ( 42 ) deviendra 

(44) -- =:± —cos^adr — sin’a. 

P Po pi 

II est essentiel d’observer que sent des quantiles de meme 

signe dans le cas oii I’equation (38) represente une ellipse, et des 
quantites de signes contraires dansle cas oil la meme equation repre- 
sente deux hyperboles conjuguees. On en conclut immediatement que 
I’equation ( 44 ) se reduit, dans le premier cas, a la formule 


(45) 


T 

P 


I , 1 • , 

— COS* a H sm*a 

Po Pi 


et, dans le second cas, a la formule 


(46) ±- = — cos*ce ^sin’iz, 

P po pi- 

le premier membre devant etre alFecte du signe -t- ou du signe — 
suivant que le rayon de courbure p est dirige dans le sens du rayon pj 

ou dans le sens du rayon p,. Si les derivees ^ deviennent 

egales, la courbe (38) sera un cercle. En meme temps, on aura 
p^ = p„, et I’equation ( 4 o) donnera, comme on devait s’y attendre, 

i = i,oup = p„. 

Si Tune des quantites s’evanouit, la ligne (38) sera re- 

duite a un systeme de deux droites paralleles. En meme temps I’un 
des rayons p,,, p, deviendra infini et disparaitra de la formule ( 44 )- 
Si, pour fixer les idees, on suppose ^ = 0 , on aura p, = oc, et la 
formule ( 44 ) donnera 

( 47 ) = 


Alors Po sera le rayon de courbure de la section normale qui aura 
pour tangente la perpendiculaire menee aux deux paralleles par le 
point (a!,j,s). 
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St Ton ajoute it la valeur de - donnee par la formula (44) ce que 

TT 

deviant cette valeur quand on y remplace a par « 4- -j on trouvera 
pour somme 



ce qui s’accorde avec le theoreme de la page 349- 
Concevons a present que Ton veuille determiner dans I’espace, 
pour un point quelconque (cc,y, s) de la surface donnee, les direc- 
tions des tangentes aux sections de courbure principales et les rayons 
de courbure principaux. II suffira evidemment de chercher le 

maximum et le minimum ou les deux minima du ravon de courbure 

«/ 

(48) p = 

en supposant les coordonnees q, C liees entre elles par les equa- 
tions ( 20 ) et ( 21 ). Par suite, on reconnaitra que les valeurs de^,-q, C 
correspondant aux rayons do courbure principaux doivent verifier la 
formula 

( 49 ) i <<(4 -t- dfi 0, 

apres qu’on a elimine de cette derniere dl, dr^ et <1Q, a I’aide des 
equations differenti elles 


(5o) 


(5i) 




4- 


dx dy 
d'u 

w 


•n ■ 


dyd. 

di 
dy 


4- ^ 


d' u 
dx dz 




d'li 

dydz 


■'14-^ = 0 , 


du du j du 


Cela pose, si Ton ajoute membre a membre les formulas (49), (oo) 
et (5i), apres avoir multiplie la premiere et la troisieme par des fac- 
teurs indetermines — S, — T, on prouvera, en raisonnant comme 
dans la quinzieme Lecon (p. 277 ), qu’on peut eliminer ces facteurs 
de maniere a faire evanouir dans I’equation resultante les coefficients 
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des differentielles dr\, dX,, c’est-a-dire de maniere a verifier Ics 
trois equations 


( 53 ) 


d-u 
d^u 


, d-u ^du 

dxdy dxdz - dx 


^ a d“ It 

dx dy'^~^ dy^ ^ dy dz 


d^u 
dx d 


-J' 


d^-u 

dydz 


d^u 

dz^- 


? = S„ + T^. 

dy 

S=SC+T^- 

dz 


Si Ton ajoute ces dernieres, apres les avoir respectivement mul- 
tipliees par les coordonnees yj, on trouvera, en ayant egard aux 
formules (20), (21) et(48), 

(53) ±:R = S?, S = — =Q. 

P 


Le facteur S ne differera done pas de la quantile precedemment 
designee par la lettre Q. En consequence, les equations (02) pourront 
etre remplacees par les suivantes : 


(S-o> 


d’U 


(54) 


d'-u 


dx dy 


d^U j._rpd« 

' dxds^~ dx' 

d^U j._rpd« 

dydz^~ ^ dy' 


dx dy 

et Ton en conclura 

1 

(55) 


r d^-u d'U 

(d'-u 

-q'' 

d-u 1 

dx dy dz 

{dz- 

' dx dy } 

r d^u 1 

(d-u 


, d-u 1 

ydydz dxdy 

{df- 

H 


_ ( dii r d^u d^u _ / d-u d^u ~1 

^ '^(dx {^dz dx dy dz V ds* J dx dy j 


( 56 ) 




dz l^dxdy dz dx 



1 '^*“11 

(55 

^ dy dsjr 


OEuvtqs de — S . II , t , V . 
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r d^u d^u I'd^u _\ 1 

dz dx dy Jdzdxj 


(3;) 


I dx \_()ydz dxdy 

du r d® u d® u fd'^ic ^ 
dy Ld^ dy dzdx \d^® 


d' 


dyd. 






a designant un coefficient dont la valeur se deduira de la formule (48). 
En effet, si Ton combine celle-ci avec les equations (55), (56), {o"]), 
on en tirera 


(58) 



U' designant la somme des carres des coefficients de a dans les valeurs 
de Y], ^ donnees par les trois equations dont il s’agit. De plus, la 
substitution de ces valeurs dans la formule (21) produira I’equation 


(09) 


0 






+ 




dy 
d- It 


] 


/ du\^ r / d^ /d-u ^ 

\Tz) 


d-u 


dll r d’^u 
dy dz l_ doc dr dz dx 


dUt d^-u 


d"-u 


dz dx 

d"- u 
dx dy 

dx^ ^ 


du r 
' dz dx \_ 


dy Oz dx dy 


dydz 
I d-u 

ly W^\df- ')_ 


du du 
dx dy 


r <?-« _ ( d^u _ \1 

pd-dj; dyds dxdy\dz'^ 


qui est du second degre par rapport aQ, et dont les deux racines sont 
les deux valeurs de Q correspondant aux rayons de courbure princi- 
paux. Lorsqu’on auracalcule cesmemes racines pour un point (a:,^, z) 
de la surface donnee, I’equation (53) fournira immediatement les va- 
leurs des deux rayons de courbure principaux,“et Ton deduira des 
formules (55), (56), (07) reunies a Tequation (58), les coordonnees 
TQ, ^ de quatre points situes sur les tangentes aux sections principales. 
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.Enfin, si Ton combine les formules ( 55 ), ( 56 ), (67) et ( 58 ) avec les 
equations (18), on obtiendra les suivantes : 


cosar= ± — ^ 
U I 


(60) 


(61) 


du r d^u d^u 
dy 


d“u 


dy dz 


j-q) 


dju 
d 


dx d y 


cosP=±jj- 


cosy 


] 

du r dUi d'-u /d^-u. \ 

dz {^dydzdxOy ') dzdx\\’ 

dx\_dzdx dydz \dz-^ ") dxOy] 


du r d-u d'^u 
dz \_da^dy dzdx 


du 

dx L< 


d^-u d"-u 


^-0 


dfdz 
dz dx 


(62) 


_ dy dz dx dy 

du r d^-it d^u fd^-u \ d^-ii 1 
dy l^dx dy dzdx dydz\ 




( d'-u y-Tl 
\dxdf) Ji’ 


qui serviront a determiner les angles a, y formes par les tangentes 
aux sections principal es avec les clemx-axes des coordonnees positives. 
II importe d’observer que, dans chacune des trois equations (60), (61) 
et (62), on devra reduire le double signe ± au signe quand la 
tangente a Tune des sections principales sera prolongee dans un cer- 
tain sens, et au signe — , quand la meme tangente sera prolongee en 
sens inverse. 

Ainsi qu’on devait s'y attendee, I’equation (09) est semblable a la 
formule (i 45 ) (quinzieme Le?on), de laquelle on la dedui.t en rem- 
plaqant les quantites 



cosTi, 

COSfX, 

cosv; 

A, B, 

c, 

D, E, F 

et s, 

par les quantites 







du 

du du 

d^u 

d^u 


d^u 

d^u 

d^-u 


dy’ 

dx^^ 

dy^’ 

d^’ 

dydz 

’ dzdx^ 

dx dy 
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Lorsque les variables a?, y, s sent separees clans I’equation (i), 
c’est-a-dire lorsque la fonction u sc divise en trois parties dont 
chacune renferme une seule des variables x,y, z, on a, pour tous les 
points de la surface donnee, 


(63) 


d^u ^ 

dv dz dz dx ~~ 


Alors les formules (54) deviennent 


dx dy 



( ^!if 


q)v]=T 


dll 

dy' 


( d^ii 




et, en substituant les valeurs de v], tirees de ces formules dans 
I’equation ( 21 ), on obtientla suivante : 



Dans la raeme hypothese, on conclut des formules (64) combinees 
avoc I’equation ( 48 ) 



puis, en ayant egard aux formules ( 18 ), on trouve 



II suffit de Joindre cette derniere aux formules ( 12 ) et (65) pour 
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determiner, dans Thypothese admise, les directions des tangentes aux 
sections principales etles rayons de courbure principaux. 

Appliquons maintenant les formules que nous venons d’etablir it 
quelques exemples. 

Exemple /. — Concevons que la surface donnee se reduise a celle 
de I’eUipsoide represente par I’equation 


(68) 


a- 


+ - 
{ 

3*2 

• 

On pourra prendre 







I i 


{- -4- 

y' 

1 

-A 


Li 





r 

et Ton 

aura, par suite, 







dll 


dll 


r 

du 


dx 


dy 



d^ 


d^u 

I 

<•}* « 


1 

d^-u 


““ 


dy^ 



dz’^ 


Cela pose, les formules (65), (ra) et(67) deviendront 


(69) 

(70) 


(7O 


a“(i — Q«2) A*(i — Qa-‘) "*■ c2(i — Qc^) ~ 



(r — Qa®)cos« (i — Q6') cosP (1 — Qc^)cosy 



Ces dernieres sulFisent pour determiner, en chaque point de I’ellip- 
so'ide, les directions des tangentes aux sections principales et les 
deux rayons de courbure principaux. De plus, en retranchant I’equa- 
tion (69) de I’equation (68), on trouvera 




a® — 


Q 



c* — 


Q 


(72) 


= 1. 
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Or, il resulte de laformule ( 72 ) que, si, apres avoir calcule Tune 
des valours maximum ou minimum de la variable Q, on construit un 
nouvel ellipsoide dont les demi-axes a, b, c soient determines par les 
equations 

(-3) 5’ 


ce nouvel ellipsoide passera encore par le point (x,y, s). On pout re- 
marquer que les sections faites par les plans coordonnes, dans I’ellip- 
soide propose et dans le nouvel ellipsoide, seront decrites des memos 
foyers ; car on aura 

(-4) a’— a'— c5=^z*--c% 

Exempk II. — Concevons qu’ apres avoir trace, dans leplan des x, y, 
une courbe representee par I’equation 

(- 5 ) 

on fasse tourner cette courbe autour de I’axe des x. Elle engendrera 
une surface de revolution, dans laquelle la distance du point {x, y, s) 
a I’axe des a?, savoir sera equivalente, au signe pres, a I’or- 

donnee f{x) de la courbe generatrice. On aura done, pour tons les 
points de la surface, \'y- . 3 - = rfc ou 

(76) r= + 3* = [/(^)]% 

et Ton pourra prendre 

On trouvera, par suite 




du 

d^u _ 
dr* 


Cela pose, on tirera de laformule (65) 
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puis, en remettaatpour sa valeur on en conclura 


On aura, d’ailleurs, 


A___ /W!M 


(78) 

et, en consequence, la formule (12) donnera 

(/ 9 ) P-:n 

La valeur precedente de p est le rayon de courbure de la courbe 
generatrice, qui coincide effectivement avec Tune des sections princi- 
pales de la surface de revolution. Quant au rayon de courbure de 
Tautre section principale, il suffira, pour le determiner, de revenir 
aux equations (64), qui, dans le cas present, se reduiront a 

° I (i-Q)vi=Ty, (i-Q)S = T-. 

En effet, on verifiera ces trois equations en prenant 

(81) , Q=i, T = o, ^ = 0. 


Par suite, la formule (12) donnera pour le rayon de courbure 
cherche 

(82) p = ±R = ±/(^)jn-[/'(^)P|L 

Done ee rayon de courbure se confondra toujours avec la normale N 
de la generatrice \voir la formule ( 5 ), page 56 ]. De plus, comme la 
derniere des formulas (81), savoir^ = o, entrainera Tequation 

( 83 ) cosa=:o, 

il est clair que la section principale, correspondant au rayon de 
courbure dont il s’agit, aura pour tangente une droite comprise dans 
un plan perpendiculaire a Taxe des a;. 

Les formulas generales precedemment obtenues se simplifientlors- 
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qu’on suppose I’equation de la surface resolue par rapport a s, et re- 
duite a la forme 

( 84 ) Z=f{x,Y). 

Concevons que dans cette hypothese on fasse, pour abreger, 

(85) < 

I d^nx,y) _ 

( dx- ’ 

Alors, en posant 
on trouvera 

du 
lx 

d^tl _ 
dx^ 

d^u 
dydz 

Par suite, les formules (lo), (i 5 ) et (aS) donneront 

(86) R =\/i p^-V-q^, 

(87) Q = rcos®a -H 2scosa cosj 3 + f cos®( 3 , 

(88) pcosa + ^cosp^cosy, 

tandis que les formules (20) et (21) se reduiront a 

(89) r^*-+-2i^if] + «r)*=±:R, 

et 

(90) = 

Telles seront, dans Thypothese admise, les deux equations de la 
courbe plane qu’on obtient en portant, a partir du point {x,y, z), sur 
la tangente a chaque section normale, des longueurs egales a la ra- 
cine carree du rayon de courbure de cette meme section. Comme la 
premiere de ces equations renferme seulement les coordonnees yj, 
il est clair qu’elle represente la projection de la courbe sur le plan 


d’-f(x, y) d^f{x, y) _ , 

dxdy ~ ’ df- ~ 


u=f(.x,y)—s. 


du 


dll 

ly 


d^ 

d^u 


d^^u 

dy^ 


dz^- 

d'-u 


dHi 

dz dx 

“ 0 , 

dx dy 
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des x,y\ et comme, d’apres la forme de I’equation (89), cette pro- 
jection se reduit evidemment a une ellipse ou a deux hyperboles 
conjuguees, ou au systeme de deux droites paralleles, ou enfin au 
systeme de deux droites qui se coupent au point {x,y, z), on pent 
afiirmer que la courbe en question se reduira elle-meme a I’une des 
lignes qu’on vient de nommer. On deduira sans peine de cette re- 
marque les diverses consequences auxquelles nous sommes deja 
parvenus en partant des formules (20) et (21)! 

Quant aux rayons de courbure principaux, ils seront toujours deter- 
mines par laformule (49)> ^^6 laquelle on devra elimincr cT;, dr^ et dL. 
par le moyen des equations differentielles 

(9O (^'.c -t-ivi) (*£ -t- < to) <^rj = o, 

(92) pd\-^ qd-c\—dX. 

Or, si Ton elimine d’abord dd, entre les formules (49) et (92), on aura 
(? + /’?) 9?) = 0, 

et Ton conclura de cette derni^re, compareoa I’equation (91), 

/ 3 % tX _ sX -f- tf) _ £(7-g-t-SY]) -4-7](5^-h fYj) 

X + pK ■n-hqK~ Xii-^P^)-^-^{-n-hqK) ' 


Si maintenant on a egard aux equations (89) , (90) et ( 48 ), on trouvera 
simplement 


( 94 ) 


rX - 4 - sn _ t-n 

{i+p^)X-^ pq-n ~ (i-+-g'®)Tn -1- pqi 


R 

P 


=-Q, 


ou , ce qui revient au meme , 


( [r — (i-l-p-)Q]^4-(^ — = 0 , 

(93) ) 

( (s — /jgrQ)i; + [i_(i-v-gr2)Q]vj = 0 . 

Pour deduire des formules (gS) la valeur de Q il suffira d’eliminer 
entre elles les coordonnees v]. JEn operant ainsi, on obtiendra I’equa- 
tion du second degre 

(96) ['• — (i-l-/?=)Q][« — {i-+-?®)Q] — (s — jo9Q)'- = o, 

OEuvres de C. — S. II, t. V, 


46 



362 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 
qui, etant developpee, se recluit a 

Do plus, la formulc (12) donnera 

Entin on tirera dcs equations (9.1) et (90) 


(i+/)Q — ps — qr 

j _ pH/r+7 . 

i [( ' + Z")^ — w]’ + { I + Z + Z ) [( ‘ + P' ) Q ~ ' i ■ 

et par suite, en ayant egard aux formules (18), 

j cos a _ cosj3 _ cosy _ 

) S — y^yQ ~ [1 + p-)Q — r ~ ps — qr + qQ 
fioo'l' / ; 

[ li(:+jP]s-pqrY- + (:+p^-^q>-)[(i + p^)Q-ryi'^ 

L’equation (97) fournit eyidomment deux valours reclles de la quan- 
tite Q. En effet, les deux racincs de cette equation sont comprises dans 
la formule 

(,oi) 0- w+(i+g~)''±l[('+Z)^-w+('+Z)^?-4(i+Z+Z)(''^--^^)]p 

2 (i+p‘- + q’-) 

et, cofnme on a identiquement 

( [{I -h p-)t — 2 pqs + (i + q>) rY — i(f + p^+ q^)(rS — s^) 

I10-?) • _ ;(i-^pSf[(i+p^-)i-(i-i.f-]r]+2p^f^p^r-(i+p’-)(]'‘+/l(i+p^+q^)[pqr-(i+p'-)iiy- 

' (i+zr 


il en resulte quo, dans la formule (loi), Ic polynome renferme sous le 
radical est esscntiellement positif. Apres avoir calcule Ics deux racines 
reclles de I’equation (97), il suffira dc les substitucr dans la for- 
mule (98), pour oLtenir les valours des deux rayons dc courbure. 
principaux, et dans la formule (100), pour determiner les directions 
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des tangentes menees par le point (x,y, z) aux sections principales. 

On rcconnait, a la soulo inspection de la formule ( 97). que. dans 
le cas oil Ton a 

(103) rl—s‘'->o, 

les deux valours de Q correspondant aux rayons de courbure prin- 
cipaux sont des quantites de meme signe. Done alors ces rayons de 
courbure sont diriges dans le mme sens et representent les valours 
maximum et minimum de la variable p. Si Ton avait 

(104) rt — s-<.o, 

les deux racines de I’equation (97) seraient des quantites de signes 
differents, et les rayons de courbure principaux, diriges en sens con- 
trairos, representcraient deux valours minima de la variable p. Enfin, 
si Ton avait 


(io5) 


rt — s'^=z o, 


Tune des racines de I’equation (97) s’evanouirait, etlavaleur maximum 
de p deviendrait infinic; done alors Tune des sections principales 
aurait une courbure nulle. 11 est aise de s’assurer que cette circon- 
stance a lieu en chaque point d’une surface developpable : par conse- 
quent, les valeurs de r, s;t tirees de I’equation d’une semblable surface 
verifient la formule (io 5 ), quelles quo soient les valours attribuees 
aux coordonnees x, y, z. 

Les deux racines de I’equation (97) deviennent egales entre elles, 
dans le cas ou I’expression (102) s’evanouit, ce qui ne peut arriver a 
moins que Ton n’ait a la fois 

pqr— -y p^')s = o, (i-y p^-)t — {i-y q-')r = o, 


OU, ce qui revient au memo, 


(106) 


I + i’ pq I -(- ?■ 

Or, dans cette hypothese, on tire de la formule (loi), et meme de 
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la formulc (96) 
(107) 


Q = 


r 

i-+-p^ 


.s t 

pq I -4-^-* 


Done alors toutos les valeurs des variables Q ot p deviennent egales 
ontre dies, ce qui s’accorde avec une remarque deja faitc (p. 348 ). 
Alors aussi les valeurs do cos a, cos^, cosy, determinees par les 
equations (loo), deviennent indeterminees. 

Pour que les rayons de courbure principaux soient egaux et diriges 
on sens contraires, il est necessaire que, dans I’equation (97), le 
coefficient de Q s’evanouisse, et que Ton ait en consequence 

(loS) -1- (i -H gr-)r = o. 


Nous ne terminerons par cette Le^on sans rappeler que e’est Euler 
qui le premier a etabli la theorie de la courbure des surfaces, et 
montre les relations qui existent entre les rayons de courbure des 
diverses sections faites dans une surface par des plans normaux. Les 
rechcrches de cet illusfre geometre, sur robjet dont il s’agit, ont ete 
inserees dans les Memoires de PAcademie de Berlin (annee 1760). 
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VIN&TIEME LECON. 


RAYONS DE COURBORE DES DIFFfiRENTES COURBES QCE t’ON FEET TRACER SCR USE 
SURFACE DONNEE. DES SURFACES QCI SONT OSCCLATRICES u’CSE DE ,l’ AUTRE ES 
UN POINT QUI LEDR EST COMRUN, 


Consiclerons toujours une surface courbe representee par I’equa- 
tion 

(i) « = o, 

dans laquelle u designe une fonction des coordonnees rectangu- 
laires sc, y, z', et concevons que, sur cette meme surface, on trace 
une courbe qui renferme le point {x, y, z). Si Ton nomme s Tare 
de cette courbe, et p son rayon de courbure correspondant au point 
(x,y, z), les cosinus des angles formes par ce rayon avec les demi- 
axes des coordonnees positives seront, en vertu des formules (3) de la 
dix-liuitieme Legon, 


( 2 ) 


^~d^' 


Si, de plus, on elfeve par le point (x, y, z) une normale a la surface 
courbe, et si Ton fait, pour abreger. 


(3) 


“=[(£)■ -(i)’-(S)’r 


les cosinus des angles compris entre la normale prolongee dans une 
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certainc direction ct les demi-axes des coordonnees positives seronl 
respoctivemcnt \voir les formules(8) de la quatorziemc Locon] 

, ^ I du 1 dll I du 

R^‘ 


Cola pose, soit o I’angle forme par la direction de .la normalc avec la 
direction du rayon de courbure. On conclura de la formule (48) des 
Preliminaires que, pour obtenir coso, il suffit de multiplier les expres- 
sions ( 2 ) par les expressions (4), et de faire la somme des produits. 
On aura done 


(5j 


Ct tJC 

^ p dx 
COSO — 


du ,, du ,, 


ds- 


Si d’ailleurs on designe par a, y les angles que forme la tangente 
a la courbe, prolongee dans un sens ou dans un autre, avec les demi- 
axes des coordonnees positives, et si Ton differentie deux fois de suite 
I’equation (i), on on tirera, comme dans la dix-neuvieme Lecon, 


(61 


du du du ,, _ j , 

-^d-x Y-i- -r^d-z — — Qds^, 

dx dy dz 


■la valeur de Q etant determinee par la formule 


(:/ 


^ d'^u , d^u d-u , 

( Q = ^2 C0S-5C -H ^ cos^jS cos'-/ 


I 


d-u . d-u d-u 

2 - — ^ cos p cosy -H 2 -r — ^cosy cosa 2 -t — r- cos a cosS. 

dy dz ' dz dx ‘ dx dy 


Par cons^uent la formule (5) donnera 


( 8 ) coso = — ^Q, 

et Ton on conclura 


COSO Q 

R’ 


(9) 


p = — jr COSO. 



CALCUL DIFFERENTIEL. . 367 

Des troisj quantites R, Q et o, comprises dans le second membre dc 
1 equation (q), la premiere, savoir R, depend uniquement dc la position 
du point (x,y, z) sur la surface (i). La seconde quantite, savoir Q, 
depend a la fois de cette position et de la direction do la tangonte 
menee par le point (x, j, z) a la courbe tracee sur la surface. Quant a 
la quantite o, elle represente toujours I’un des deux angles aigu et 
obtus formes par le plan osculateur de la courbe, ou, ee qui revient 
au meme, par la normale principale de la courbe avee la normale a 
la surface, cette derniere normale etant prolongee dans un certain sens. 
Cela pose, il est clair quo, si Ton donne, avee le point (x, v, s), la 
tangento a la courbe et le plan osculateur, les quantites Q et R seront 
connues, ainsi que la valour numerique de enso. Done alors on pourra 
determiner, par le moyen de la lormule (9)> rayon de courbure z. 
De plus, comme les quantites p et R sont essentiellement positives, 
on pout conclure de I’equation (9) que 

COSO et Q 

seront toujours des quantites de signos differents. A I’aide do cette 
remarque, on determinera immediatement Ic signe do coso et, par 
consequent, le sens dans lequel on devra porter Ic ravon de courbure p 
sur la normale principale de la courbe proposee. 

De ce qu’on vient de dire il resulte : que, si deux courbes tra- 

ceos sur la surface (i) ont le mtoe plan osculateur, elles auront aussi 
le memo rayon de courbure; 2° que, si ces deux courbes ont la memo 
tangente sans avoir le memo plan osculateur*, leurs rayons de cour- 
bure seront proportionnels aux cosinus des angles que leurs normales 
principales formeront avee la normale a la surface donnee. Dans le cas 
particulier ou le plan osculateur d’une courbe devient un plan normal 
a cette meme surface, on a necessairement 

(ll) COSo:=±:i, . 

le signe -H ou — devant etre admis suivant que le rayon de courbure 
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est dirige dans un sens ou dans un autre; et I’equation (9) se 
reduit a 

P t-Q* 

Cette derniere coincide avec la formule (12) de la dix-neuvieme LeQon. 
II suffit de la comparer a I’equation (9) pour etablir la proposition 
suivante : 

iHEOUfiME I . — Concepons quune courbe quelconque etant trade sur 
une surface, on mine, par la tangente a la courbe en un point donne 
{x, y, z), un plan normal a la surface. Le rayon de courbure de la 
courbe sera le produit du rayon de courbure de la section faite par le 
plan normal et du cosinus de V angle aigu compris entre ce mime plan 
et le plan osculateur de la courbe. 

On peut aisement verifier le theoreme qui precede dans plusieurs cas 
particuliers. Ainsi, parexemple, si par un point donne sur une sphere 
on lait passer un grand cercle et un petit cercle qui aient en ce point 
la meme tangente, on reconnaitra sans peine que le rayon du petit 
cercle est equivalent au rayon de la sphere multiplie par le cosinus de 
I’angle aigu compris entre les plans des deux cercles. 

Concevons encore qu’apres avoir trace, dans le plan des x, y, une 
courbe representee par Tequation 

(i3) y = f{x), 

on considere la surface engendree par la revolution de cette courbe 
autour de I axe des x , et que Ton demande le rayon de courbure p de 
la section laite, au point (x, y, z') de la surface, par un plan normal 
a la courbe generatrice. L angle aigu compris entre ce plan normal et 
le plan mene par le point {x, y, z) perpendiculairement a I’axe des x 
sera evidemment egal a I’inclinaison v de la courbe generatrice par 
rapport au m^me axe. Done, puisque le second plan coupera la surface 
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de revolution suivant un cercle, le rayon de ce cercle sera equivalent 
au produit pcosv. D’ailleurs le rayon dont il s’agit se confondra, au 
signe pres, avec I’ordonnee f{cc) de la courbe generatrice. On aura 
done 

(^4) p COST = 

Enfin, comme la derniere des formules (6) de la premiere Leeon 
donnera 

(15) cos-r 1 = ^ 

on tirera de I’equation (i4) 

(16) ^ — ■+■ [/(ar)]^; 

et Ton se trouvera ainsi ramene a la formule (82) de la Legon prece- 
dente. 

Supposons maintenant I’equation (i) resolue par rapport a 3, et 
reduite a la forme 

(17) z=f{x,y). 

Alors, si 1 on fait usage des notations adoptees dans la dix-neuvienie 
Legon, ou, ce qui revient au meme, si Ton designe par 

(18) d f{x, y) — p dx g dy et = rdx'-^-isdx dy ^ idv-, 

les differentielles totales de/(.-r, y), du premier et du second ordre, 
prises par rapport aux variables a; et jy considerees comme indepen- 
dantes, on aura 

(19) R = \/i + /|2 ^-2 gj Q “rcos®«+ 2 scos*cos |3 + ^cos-^. 

En consequence, la formule (8) deviendra 

cos 8 r cos*a -y 25 cos« cosp -h f cos-j 3 


OEuvres de C. — S. U, t. V. 
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Dans cette dernierc, o sera Tangle compris entre le rayon p et la 
normale a la surface proposee, cette normale etant prolongce do 
maniere a former avcc les demi-axes des coordonnees positives des 
angles 7, p., v, determines par les equations 


f2l) cos}. = 




cosp = 


COSV =- 


V'n- 


\J I p'- + q^- 


On dit quo deux surfaces sont osculatrices Tune de Tautro en un 
point qui leur est commun, lorsqu’elles ont, en ce point, non-seulement 
le memo plan tangent, mais encore des sections principales com- 
prises dans les memes plans noTmaux, et les memes rayons de cour- 
buro principaux diriges dans les memes sens. Alors, le contact qui 
existe entre les deux surfaces prend le nom inosculation. Concevons 
quo, dans le meme cas, on mfene par le point commun aux deux 
surfaces un plan quelconque. On conclura de la formule (44) (dix- 
neuvieme Lecon), si ce plan est normal aux deux surfaces, et de la pro- 
position enoncee a la page 368, s’il est oblique, qu’il coupe les 
deux surfaces suivant deux courbes qui ont le meme rayon de cour- 
bure. Done, le second membre de la formule ( 20 ) et la fraction 

r cos-ct -f- 3S cosa cos|3 i cos® 3 

(22) 7.^- := == ^ ^ C 

V' i->r p--\- q- 


devront rester invariables dans le passage de la premiere surface 
a la seconde, pour toutes les valeurs des angles 'a, ^ propres a veri- 
fier Tequation 

( 23) cos®a-+- cos®P -I- (p cosx-hq cosP)® = i, 

a laquelle on parvient en corabinant Tequation (88) de la dix- 
neuvieme Leqon, avec la formule 

cos® a 4- cos® p -1- cos® y = I . 

D’ailleurs, les deux surfaces se touchant par hypothese, les quan- 
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tites p, q, et par suite le denominateur de la fraction (22), ne varieront 
pas dans le passage de Tune a I’autre. Done il en sera de meme du 
numerateur 

(24) /■ COS-a 4 - 25 cosa cos[3 -t- « cos-|3. 

Or, ce numerateur se reduisant, lorsqu’on suppose cos p = o, au pro- 
duit rcos'-a, et, lorsqu’on suppose cosa = o, au produit zcos-p, il 
est evident, 1“ que les deux quantites r, t nc changeront pas de valours 
dans le passage dont il s’agit; 2“ qu’il en sera encore de memo du 
second terme de I’expression (24) et, par suite, de la quantite s. 
Ajoutons que les cinq quantites representees ici par p, q, r, s, t sont 
preciseniont les derivees partielles du premier et du second ordro d»' 
la valour de fournie par I’equation d’une surface dans le cas oil Ton 
considere a- et y comme variables independantes. On pent . done 
enoncor la proposition suivante. 


TuEOUfeME II. — Lorsque deux surfaces, representees par deux Equa- 
tions eritre les coordonnees rectangulaires x, y, s, sont osculatrices I’une 
de r autre en un point donne, les six quantites 


(25) 



^ ~ ^ dxdy' 


t — 


O-z 

dy- 


conservent, pour le point commun, dans le. passage de la premiere surface 
a la seconde, les mimes valeurs numeriques et les mimes signes. 


Corollaire I. — On pourrait etablir generalement la proposition 
inverse de celle qui precMe, et faire voir que si, pour des valeurs 
donnees de x ety, les quantites (25) ne varient pas dans le passage 
d’uno premiere surface a la seconde, ces deux surfaces seront oscula- 
trices Tune de I’autre. En elfet, il est d’abord evident qu’clles auront 
un point commun dans lequel elles se toucheront. De plus, on enn- 
clura de la formule (20)’ que, si I’on coupe les deux surfaces par un 
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plan quelconque normal ou oblique, les deux courbes d’intcrsection 
iuront le meme rayon de courbure. Done les deux surfaces auront les 
memos rayons de courbure principaux correspondant aux memes 
plans normaux, et leur point de contact sera un point d’osculation. 
loutofois cette conclusion ne serait pas rigoureuse, si la valour de p 
tiree de I’equation ( 20 ) se J)resentait sous une forme indeterminee; ce 
qui arriverait, si les valeurs des quantites p, q, r, s, t, ou de quelques- 
unes d’entreelles, devenaient infinies; et, danscedernier cas, les deux 
surfaces, sans etre osculatrices Tune de I’autre, pourraient fournir, 
pour Ic point commun, des valeurs egales des derivees p, q, r, s et i. 
Cette remarque est analogue a celle que nous avons faite relativement 
aux conditions qui expriment I’ordre de contact de deux courbes 
planes (xsoir la p. i53). 

Cofollaire IT. — Pour qu’un point dans lequel deux surfaces se 

touchent devienne un point d’osculation, il suffit evidemment que, 

dans lo passage d’unc surface a I’autre, la courbe du second degre 

tracee sur le plan tangent, et dont les rayons vecteurs sont egaux aux 

racinos carrees des rayons de courbure des sections normales, ne 

varie pas. Or, une courbe du second degre est completement deter- 

minee, quand on connait le centre et trois rayons vecteurs menes du 

centre a trois points de la courbe. De plus, etant donne le rayon do 

courbure d’une section faite dans une surface par un plan oblique, on 

en deduit immediatement, a I’aide du theoreme I, le ravon do cour- 

•/ 

bure de la section normale qui a la merae tangente, et par consequent 
I’un des rayons vecteurs de la courbe ci-dessus mentionnee. Done, 
pour quun point dans lequel deux surfaces se touchent soit un point 
d' osculation, il suffit que trois plans mends arbitrairement par ce point 
coupent chacun les deux surfaces suivant deux courbes osculatrices I’ une 
de I’autre. Il est bon d’observer que cette condition sera remplie, si 
les rayons de courbure des sections faites dans la premiere et dans la 
seconde surface par des plans paralleles aux plans coordonnes sont 
egaux et diriges dans les memes sens. 
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Corollaire III. — Soient maintenant 
( 26 ) « =r o, 

( 27 ) V =0 

les equations de deux surfaces courbes, u, p designant des fonctions 
des coordonnees rectangulaires x, y, z. Si I’on differentie I’equa- 
tion (26), 1° par rapport a x, en regardant z comme function de x\ 
2° par rapport ay, en regardant^ comme function de_y, on obtiendra 
les deux formules 

dti du dz dll du dz 

dx dz dx dy~^ dz dy ’ 

puis, en operant sur chacune de ces dernieres comme on vient de le 
faire sur Tequation w = 0, on trouvera 

d'^ii d^u dz d^-iifdzV^ du d^z ^ 

dJi'^ ^ ^ dxdz dx dz^ \dx) ^ hz dx^ 

d^u dHt dz dUi dz d^-udzdz du d^-z __ 
dx dy dy dz dx dx dz dy dz^ dx dy dz dx dy ' 

d-u d^ii dz d^u^dz\^ du d-z 

dy- ^ dy dz dy~^ dz'^\dyj dz dy- ~~ 


En d’autres termes, on aura 


(28) 


du 


du 


dx ^ dy ^ ’ 


du 


du 


Oy-^^rz='^’ 


(29) 



d‘-u 

d-u 

,d*« 

du 


dx - dx dz 


^ XT 
d-^ 

= 0, 

d^ u 

d- u 

d^ 11 

du 


dy dz ^ dx dz 


4 - S -y- 
dz 

= 0, 

dUi 

d^u 


du 


dy'- ^ dy dz 


dz 

= 0. 


On trouvera par suite 
( 3 o) 


du 

du 

dx 


du ^ 

du 

di 

dz 
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(3i) 


d" u 

(dll \- 

d- u 

du du d^ w , 

rdu\ 

dx'^ 

U) - 

^ dx dz 

dx dz dz- 

Kdx) 



/ du'y- d-u du du d- u du du 

Ox dy\dz) dy dz dx dz dx dz dy 



d‘i£ d^ii du du d^u/du\~ 
dy^ ^ dy dz dy dz dz- \dy) 



d-u du du 


Cela pose, pour que les deux surfaces (26) 61(27) soient osculatricos 
Tune de i’autre en un point commun (x,y;z), il sera necessaire 
et il suffira generalement que les valeurs de p, q, r, t deduites 
des equations ( 3 o) et ( 3 i) ne varient pas quand on y remplacera la 
fonction u par la fonction. Or, cette condition sera remplie, si les 
coordonnees a?, j, js du point commun aux deux surfaces verifient la 
formule 


ld“u/'duY du du d^u/dii\- 

I ^ dxdz dx dz Oz- \dxj 

j dx- \dz) ^ dxdz dx dz ^ dz^ 

d^u fdu\^ d-u ^ ^ du u du du 

/ dy dz dx dz dx dz dy dz dz^ dx dy 

d^^_ /dpy dt' di> d- dp d(^’ d-p dp dp 

dx dy \dz J dy dz dx dz dx dz dy ^ d^ d^ ^ 

d^u /duY d^u du du ^ d^w/daV 

dy- \dz J ^ dydz dy dz dz- \dy) 
d‘^ p / dp Y d' p dp dp d- p / dp y- 

dy- \dz) ^dydz dy dz dz^ \dy ) 

f^y f^y [djiy 

[dx) \dy) _ \dz) 

( ^y ( —y 

\dxj [dy] [TzJ 

Il est important de remarquer, i° que la formule ( 32 ) equivaut a cinq 
equations distinctes; que, cette formule devant subsister quand 
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on echange entre eux les axes des ^r, y et -s, il est permis de remplacer 
Tune des fractions qu’elle renferme, par exemple la seconde, par cello 
qu’on obtiendrait en substituant dans le premier membre la lettre y a 
la lettre -3. Done, pour que les surfaces (26) et (27) soient oscula- 
trices Tune de I’autre en un point commun (a?, y,^'), il est necessaire 
et il suffit generalement que les coordonnees de ce point yeritient la 
formule 

/ 

\^) _ \^) __ \d^) 

/ dv /c>oV / dv'V^ 

^ \d^) Wy v^’y 


IL 

(duy 

It du du 


d'U 

( 0u\- 

_ 

\dz) 

dy d^ dy dz 


dz^ 

\dr) 

~ d'v 

{^Y- 

d- p do do 


d '^ 0 


dy- 

\dz) 

dy dz dy dz 


dz^ 

d^u 

fduy 

d- iL du du 


d-^u 

(duY 



dz dsc dz dec 

- 4 - 

doc^ 




d® 0 do do 
dz djc dz djc 

-f- 

d^o 

doc^ 

(sr 

u 

f^Y- 

d® u du du 


d~ It 

fduy 


\^y) 

doc dy doc, dy 





m’- 

dV do do 


d^o 

/^Y 


doc dy doc dy 


dy^ 

\ajzJ 


On parviendrait directement a cette derni^re formule en combi nant la 
condition ( 47 ) de la seizieme Legon avec le principe enonce dans lo 
corollaire II du theoreme II, et en exprimant que, dans le passage de 
la premiere surface a la seconde, le rayon de courbure p d’une section 
faite par un plan parallMe a Tun des plans coordonnes conserve une 
valeur invariable determinee par Tequation ( 3 o) de la sixieme Legon, 
ou par celles qu’on en deduit a I’aide d’un echange opere entre les 
coordonnees cc, y, z. 
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VIN&T ET UNIEME LEgON. 


SOR LES DIVERS ORDHES DE CONTA.CT DES COCEBES TRACfiES DANS L’ESPACE. 


Considerons deux courbes tracees dans I’espace, qui se touchent en 
in point donne. Si, du point de contact comme centre, et avec un 
’ayon infiniment petit, designe par i, on decrit une sphere, la surface 
le la sphere coupera les deux courbes en deux points tr^s voisins I’un 
de I’autre, et le rapprochement plus ou moins considerable des deux 
courbes, a la distance i du point de contact, aura evidemment pour 
mesure la longueur infiniment petite comprise entre les deux points 
Jont il s agit, ou, ce qui revient au meme, la corde de I’arc de grand 
cercle renferme entre les deux courbes. Ajoutons que les rayons menes 
aux extremites de cet arc seront diriges suivant des droites qui for- 
meront des angles tres petits avec la tangente commune aux deux 
courbes; d’ou il resulte que Tangle compris entre ces rayons sera lui- 
meme une quantite tres petite. Soit co ce dernier angle. L’arc de grand 
cercle compris entre les deux courbes aura pour mesure le produit 

(l) lu, 

et la corde de cet arc sera equivalente a 

{ . . Ot) 

( 2 ) 2 £ Sin - • 

2 

Si les deux courbes changent de forme, de telle maniere que,' se tou- 
chant toujours au point donne, elles se rapprochent davantage Tune 
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de I’autre dans le voisinage de ce point, les valeurs de I’expression ( 2 ) 
correspondant a de trfes pctites valeurs de i diminucront necessaire- 
mcnt; ce qui suppose que la fonction de i representee par co diminuera 
elle-meme. Si, au contraire, en vertu du changement de forme, le 
rapprochement des deux courbes devient moindre, les valeurs de co 
correspondant a de tres petites valeurs de i croitront necessairement. 
On peut done affirmer que, dans le voisinage du point de contact, le 
rapprochement des deux courbes sera plus ou moins considerable , et leur 
contact plus ou moins intime, suivant que les valeurs de w correspon- 
dant a de tres petites valeurs de i seront plus ou moins grandes. De ce 
principe et du lemme elabli d la page i33 o« deduira immediatement la 
proposition suivante. 

THEORtiME I. — Si deux courbes se touchent en un point donne (P), el 
que Von marque sur ces deux courbes deux points (Q), (R) situes d la 
distance infiniment petite i du point de contact , le rapprochement enlre 
les deux courbes dans le voisinage de ce point sera d’autant plus consi- 
derable que I’ordre de la quantite infiniment petite cn , destinee d repre- 
senter V angle compris entre les rayons vecteurs PQ , PR , sera plus eleve. 

Demonstration. — En effet, si la forme des deux courbes ou de Tune 
d’entre elles vient a changer, do maniere que I’ordre de la quantite 
infiniment petite <0 s’eleve, la valeur numerique de o), dans le voisinage 
du point de contact, diminuera en vertu du lemme I de la page i33, 
et par suite le rapprochement entre les deux courbes deviendra plus 
grand qu’il n’etait d’abord. 

Le theoreme I etant demontre, il est natupel de prendre I’ordre 
de la quantite infinipient petite co, consideree comme fonction de la 
base I, pour indiquer ce qu’on peut appeler I’ordre de contact des deux 
courbes tracees dans I’espace. Soita cetordre. Puisque le rapport 


sin^u 
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a I’unite pour limite, le produit 

sinlw • « 
w — r^— = 2 sm — 

■jW 2 

sera encore uno quantile infiniment petite de I’ordre a, tandis que les 
expressions (i) et (a) seront, en vertu du lemme III de la page i 35 , 
des quantites infiniment petites de I’ordre a -i- i . On pent done enoncer 
la proposition suivante. 

Theokesie II. — Lo sqiie deux courbes se louchent en un point donne 
(P), I’ordre du contact est inferieur d’une unite d I’ordre de la quantite 
infiniment petite qui represente la distance entre deux points (fifi), (R) 
silues sur les deux courbes, egalement eloignes du point de contact, et 
dont la distance d ce point est un infiniment petit da premier ordre. 

II importe d’observer que la droite QR menee du point (Q) au point 
(R), etant la base d’un triangle isocMe, et opposec dans ce triangle 
au tres petit angle <o, sera sensiblement perpendiculaire aux rayons 
vecteurs PQ, PR et, par suite, a la tangente commune aux deux courbes. 
Ajoutons que la surface du triangle PQR sera, d’apres un theoreme 
connu de Trigonometrie, equivalente a la moitie du produit des cotes 
egaux PQ, PR par le sinus de Tangle compris entre eux, e’est-a-dire a 
Texpression 

(3) -j^sinu, 

2 

et par consequent a une quantite infiniment petite, dont Tordre a + 2 
surpassera de deux unites Tordre du contact des deux courbes. 

Concevons maintenant que Ton projette les deux courbes et le 
triangle PQR sur un plan qui ne soit pas sensiblement perpendiculaire 
au plan de ce triangle. Les deux courbes projetees, ayant la meme 
tangente (en vertu d’un principe enonce a la p. 2o5), seront tan- 
gentes Tune a Tautre. Designons par (jo), (^), (r) les projections des 
trois points (P), (Q), (R), par S Tangle compris entre. les plans des 
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triangles PQR, pqr, et par 9, cj; les angles que les droites PQ, PR* 
QR forment respectivement avec leurs projections pq^ pr, qr, Qn aura 

pq z= PQ cos <P = ^COS(p, /?/• = PRcOSX := i COS7, 
qj' 1= QR cosil = 2 z sin — cosdi. 

D’ailleurs, on prouve facilement que la projection de la surface d'lin 
triangle sur un plan quelconque est equimlenie a cette surface midlipliee 
par le cosinus de V angle aigu compris entre le plan du triangle et le plan 
sur lequel on projette, ou, ce qai revient au meme, par le cosinus de 
V angle aigu compris entre les droites perpendiculaires aux deux plans 
dont ilsagit (^). Done la surface du triangle pqr aura pour mesure le 
produit 

(5) ii^sinw cos(5=: sin - co cos - co coS(5, 

2 22 



et le sinus de Tangle /?§^rsera equivalent au quotient qu'on obtient en 
divisarit le double de cette surface par le produit pq x qr, e’est-a-dire 
a la fraction 

cos|(»)Cos<5 

^ ^ cos© cos d; 

Done le produit de ce cosinus par la droite pq^ ou la perpendiculaire 
abaissee du point {p) sur la droite qr, sera represente par 


( 7 ) 


.cosJcocosiJ 

I — = — j 

COSO' 


Or, la valeur de Tangle co etant tres petite, et celles des angles 0, 
y, 4* etant sensiblement differentes de-> les quantites 


COS-O), COs 3 , cos©, COS 7 ;, cos 6 


(1) Pour demontrer ce theoreme, que Ton peut 6tendre k une surface quelconque, il 
suffit de recourir i la formule (81) des pr 61 iminaires, et de faire eoincider le plan sur 
lequel on projette avec Pun des plans coordonnes. 
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auront des valeurs sensibles. Cela pose, il suffira de jeter les yeux sur 
les formules (4) et sur I’expression (7) pour reconnaitre : 1° que la 
distance ^est, dans I’hypotheseadmise, une quantile inftniment petite 
do I’ordre a + i, ot qu’elle forme avec la distance pq un angle pqr 
sensiblement different de zero; 2° que la distance du point {p) a la 
droite qr est un infiniment petit du premier ordre. Observons encore 
que la tangente commune aux deux courbes projetees, se confondant 
a tres pen pres avec la droite pq, formera elle-meme avec la secante qr 
un angle fini et sensible. Done (en vertu du tlieoreme III de la neu- 
vieme Legon) les courbes projetees auront enlre elles, ainsi que les 
courbes proposees, un contact de I’ordre a. 

Si le plan du triangle pqr devenait sensiblement pei'pendiculaire au 
plan du triangle PQR, mais en continuant de former un angle sensible 
avec les cotes PQ, PR et, par consequent, avec la tangente commune 
aux deux courbes donnees, le contact entre les deux courbes projetees 
ne pourrait etre que d’un ordre egal ou superieur au nombre a. Alors, 
en effet, les distances pq, pr seraient encore des quantites infiniment 
petites du premier ordre, tandis que la distance ^rserait infiniment 
petite de I’ordre a -1- i , ou d’un ordre superieur. Or, imaginons que, 
dans cette nouvelle hypothese, une sphere soit decrite du point (p) 
comrae centre avec un rayon egal a pq, et que cette sphere coupe la 
scconde des deux courbes projetees en {s'). Si Ton joint le point {s) 
avec les points {q) et (r), la droite rs sera sensiblement parallele a la 
tangente commune aux deux courbes projetees, puisque ses extre- 
mites seront situees sur Tune de ces courbes a des distances infini- 
ment petites du point (jp). Au contraire, la droite ou, en d’ailtres 
termes, la base du triangle isoscele pqs, sera sensiblement perpendi- 
culaire a la meme tangente. Done le triangle qrs sera sensiblement 
rectangle en s, et par suite la longueur q$, sensiblement egale au pro- 
duit qrco'&{rqs), sera, ainsi que la longueur un infiniment petit de 
I’ordre a-\-i, ou d’un ordre superieur. Done, en vertu du th^oreme II 
de la neuvieme Legon, V ordre de contact des deux courbes projetees sera 
necessairement egal ou superieur au nombre a. 
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Concevons a present que, tousles points de I’ospace etant rapportes 
a trois axes coordonnes des x, y ct z, on projette successivctnent les 
deux courbes donnees sur le plan des x, y et sur Ic plan dcs x, z. 
Supposons d’ailleurs que Tangle compris entre Taxe des x et la tan- 
gente commune aux deux courbes differe scnsiblement d’un angle 
droit. Cette tangente no pourra etre sensiblement perpendiculaire ni 
au plan des x,y, ni au plan des x, z, attendu que Tun et Tautre passent 
par Ta:xe des x. De plus, ces derniers plans' ne pourront etre, tous les 
deux a lafois, sensiblement perpendiculaires au plan du triangle PQR. 
Car, dans ce cas, leur ligne d’intersection, c’est-a-dire Taxe des x, 

formerait necessairement un angle tres peu different de ^ avec les 

droites PQ, PR comprises dans le plan PQR, et, par consequent, avec 
la tangente commune aux deux courbes. Cela pose, il resulte des prin- 
cipes ci-dessus etablis que, dans Thypothbse admise, le contact des 
deux courbes projetees : i" sur le plan des x, y; 2° sur le plan des a;, 5, 
sera toujours de Tordre a, ou d’un ordre superieur, et, sur Tun des 
deux plans au moins, de Tordre a seulement. On peut done enoncer 
la proposition suivante. 

THEORfiME III. — Pour oblenir V ordre de contact de deux courbes qui 
se touchent en un point oic la tangente commune ne forme pas un angle 
droit avec V axe des x, il suffit de chercher les nombres qui indiquenl les 
ordres de contact des projections des deux courbes sur le plan des x, y et 
sur le plan des x, z. Chacun de ces nombres, s’ Us sont egaux, ou le plus 
petit d’ entre eux, s' Us sont inegaux, indiquera V ordre de contact des 
courhes proposees. 

Corollaire I. — Le theorfeme qui precede subsiste egalement, dans le 
cas oil les variables x, y, z designent des coordonnees rectangulaires, 
et dans le cas ou ces variables representent des coordonnees obliques. 

Corollaire II. — Lorsque deux courbes a double courbure se touchent 
en un point oil la tangente ne‘ forme pas un angle droit avec Taxe 
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des X, la determination de I’ordre du contact sc trouve reduite par 
le theoreme III a la recherche de I’ordre de contact de deux 
courbes planes, c’est-a-dire ii un probleme resolu dans la neuvieme 
Lecon. 

CoroUaire III. — Supposons que deux courbes, representees chacune 
par deux equations entre les coordonnees rectangulaires ou obliques x, 
y, z, aient entre elles un point commun correspondant a I’abscisse x, 
et en ce point une tangente commune non perpendiculaire a I’axe 
des X, avec un contact de I’ordre a. Soit d’ailleurs n le nombre entier 
egal ou immediatement superieur a a. Enfin, admettons que Ton 
prenne I’abscisse x pour variable independante et que I’on designe 
par r',y',y'', z', z", z'", ... les derivees successives des variables y 
et z considerees comme fonctions de x. En vertu du theoreme III et 
des principes exposes dans la neuvieme LcQon, les quantites 

i /. y'> y'> ■■■> 

) . -t .« .(„) 

r ^ , A, , . . . , ^ 

conserveront les memes valeurs, pour le point dont il s’agit, dans le 
passage de la premiere courbe a la seconde, tandis que chacune des 
quantites 

(9) 

ou au moins Tune des deux, changera de valeur. 

CoroUaire IV. — Lorsque la tangente commune aux deux courbes ne 
forme pas un angle droit avec I’axe des x, et que I’ordre de contact 
est un nombre entier, il suflit, pour determiner cet ordre, de chercher 
la plus grande valeur qu’on puisse attribuer au nombre entier n, en 
choisissant ce nombre de manike que les quantites (8) demeurent 
toutes invariables pour le point de contact dans le passage d’une 
courbe a I’autre. Cette valeur de n indique precisement I’ordre demande. 

CoroUaire V. — Si la tangente commune aux deux courbes formait 
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un angle droit avec I’axo des a?, ellc ne pourrait etre a la fois perpen- 
diculaire au plan des x,y et au plan des x, z. Par suite, elle formerait 

un angle different de ^ avec I’axe des y et avec I’axe des s, ou au 
moins avec I’un de ces deux axes. Done, pour determiner, dans cette 
hypothese, I’ordre de contact des deux courbes a I’aidc du theo- 
reme III, il suffirait de substituer a I’axe des x I’axe des y ou 
I’axe des z, et de remplacer, en meme temps, le plan des x, z ou 
des X, y par le plan des y, z. 

Le theoreme III, a I’aide duquel on fixe aisement I’ordre de contact 
de deux courbes planes, peut etre remplace par un autre theoreme qui 
n’est sujet a aucune restriction, et que nous allons etablir en peu de 
mots. 

Soit toujours (P) le point commun a deux courbes qui se touclient. 
Soient encore (Q), (R) deux autres points situes sur la premiere et sur 
la seconde courbe, egalement eloignes du point de contact, et dont 
les distances a ce point se reduisent a une longueur infiniment petite, 
designee par i. Enfin, concevons qu’a partir du point (P) on porte sur 
la seconde courbe un arc PS, qui ait la meme longueur que Tare PQ, 
qui soit dirige dans le meme sens, et qui aboutisse au point (S). La 
secante QS, en vertu du theoreme II de la seizieme Legon, sera sensi- 
blement perpendiculaire, ainsi que la secante QR, a la tangente com- 
mune. De plus, la corde RS, etant comprise entre deux points de la 
seconde courbe trfes I’approches du point de contact, sera sensible- 
ment parallMe a cette tangente. Par consequent, dans le triangle recti- 
ligne QRS, les cotes QR et QS formeront, avec le troisieme cote RS, des 
angles dont chacun differera tres peu d’un angle droit. Done, le rap- 
port entre les deux premiers cotes, ou, ce qui revient au meme, le 
rapport entre les sinus des angles opposes, differera tres peu de 
I’unite; et I’on aura, en designantpar I une quantite infiniment petite, 

(lo) QS = QR(i-l- 1) = (n- I) 2 jsin^ • » 

D’autre part, comme le rapport entre Tare PQ et la corde PQ = i aura 
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pour limite I’unite, on trouvera encore, en designant par J une quan- 
tile infiniment petite, 

(li) arcPQ = (i - 1 - J)L 

Cela pose, admettons que, les deux courbes ayant entre elles un 
contact de I’ordre a, Ton considere le rayon vecteur i comme un infini- 
ment petit du premier ordre. II est clair que I’arc PQ sera encore un 
infiniment petit du premier ordre, tandis que la distance QS sera de 
I’ordre a - hi. Ajoutons que I’ordre de cette distance ne variera pas 
(voir le Corollaire III du lemme IV de la neuvieme Lecon), si Ton 
prend pour base Fare PQ, ou une quantite telle que Fare PQ reste 
infiniment petit du premier ordre. Ces remarques suffisent pour etablir 
le nouveau theoreme que nous aliens enoncer. 

THEORtsiE IV. — Pour obtenir V ordre du contact de deux courbes qui 
se touchent en un point donne, il sujffit de chercher le nombre qui repre- 
sente I’ordre de la distance infiniment petite comprise entre les extrdmites 
de deux longueurs egales portees sur les deux courbes a partir du point 
de contact, dans le cas oil ces mimes longueurs deviennent infiniment 
pelites du premier ordre. Le nombre donl il s'agit, diminue d’une unite, 
indique toujours I’ordre du contact. 

Corollaire I. Soil i la quantite infiniment pejtite qui represente 
chacune des deux longueurs mentionnees dans le theoreme IV. Desi- 
gnons, en outre, par x, y, s et par i, y]', les coordonnees des points 
auxquels ces longueurs aboutissent sur la premifere et la seconde 
courbe. Enfin, soit 

(• 2 ) 

la longueur de la droite menee du point ($, -q, 0 au point (x,y, z). 
Si 1 on considere i comme un infiniment petit du premier ordre et.si 
1 on appelle a Fordre de contact des deux courbes, la distance a sera 
(en vertu du theoreme III) un infiniment petit de Fordre a -h i. Par 
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suite, le carre de cette distance, ou la somme 
(l3) 

sera un infiniment petit de I’ordre 2 a + 2 , ce qui exige que des trois 
differences 

(’4) ^ — y — -n, - — 

Tune au moins soit de I’ordre a + i, les deux autres etant du memo 
ordre ou d’un ordre plus eleve. On arriverait a la meme conclusion 
en observant que les valeurs numeriques des expressions (r4) repre- 
sentent les projections de la distance a sur les axes des x', v et En 
effct, il est aise de reconnaitre qu’i^ne distance infiniment petite et sa 
projection sur un axe quelconque sont, en general, des qiiantites de mime 
ordre. Seulement I’ordre de la projection peut surpasser V ordre de la 
distance, dans le cos ou celle-ci devient sensiblement perpendiculaire d 
Vaxe. Mais il est clair que cette derniere condition ne saurait etre 
remplie a la fois pour les trois axes des x, des y et des z. 

Corollaire II. — Conservons les memes notations que dans le corol- 
laire precedent. Soit toujours a I’ordre de contact des deux courbes 
donnees, et designons par n le nombre entier egal ou immediatenient 
superieur a a. Puisque, la quantite i etant regardee comme infiniment 
petite du premier ordre. Tune des trois differences 

x — l, r — V), z — X, 

devra etre de I’ordre a + \, les deux autres etant du meme ordre ou 
d’un ordre plus eleve ; il resulte de ce qui a ete dit dans la neuvieme 
Legon (p. i32 et i33) que, si Ton prend i pour variable indepen- 
dan te, 

di ’ di- ’ ’ di'‘ ’ 

d(y — Tfi) d-(y — -n) d'‘(r — -n) 

di ’ di^ ^ > 

d{z-K) d^z'-K) _ 

di ’ d^ ’ ’ di" 

OEuvres de C. — S. II, t. V. 
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s’evanouiront avcc ?, tandis que chacune des derivees 

— ;) r/”+‘ {y — ■/]) — g) 

ou du moins Tune d’entrc ellos, cesscra de s’evanouir pour i = o. 
Soiont d'aillcurs ^ ct ? Ics arcs rrenfermes : i“ cntre un point fixe de la 
premiere des courbes donnees et Ic point mobile (jr, r, =); 2" entre 
un point fixe de la seconde courbe et le point (^, y], '(); et admettons 
que ces nouveaux arcs soiont diriges dans le memo sens que I’arc r. 
Comme les trois variables i, s ct differeront entre elles de quantites 
eonstantes, on aura 

(17) diz=ds — dg; 

et Ton pourra prendre pour variable independante, quand il s’agira dt* 
la premiere courbe, s an lieu de i; quand il s’agira de la seconde 
courbe, ? au lieu de /. Cela pose, les expressions (i 5 ) et (16) devien- 
dront respectivement 




/ 

dx di 

d- X 

d^l 

d’^.r d'‘l 



iX ■ — - u f 

ds dg ’ 

ds- 

d^-' 

’ ds" dq" ' 

(18) 


j y — 

dy dri 

ds dg ^ 

d\r 

ds^ 

d--c\ 

~d^' 

1 

m 1 




dz d^ 

d^z 

dK 

d" z d" K 

(T 


, 

ds dg^ 

ds'^ 

di- ’ 

’ ds" dq" 

(19' 











En egalant les quantites (18) 

a zero, 

Ton formera les equations 


1., 


dx d\ 

ds dg^ 

d^x 
~d^ ” 

d^l 

■ flfs*’ 

d"x _ d"'i 
’ ds" dq" ’ 

(20) 

\ 

= -/]l 

li 

It 

1 1 

II 


r 

- Sj 

II 

li 

' di^' 

■ d"z __d"t. 
ds" dq" ’ 


qui devront toutes se verifier pour le point de contact des courbes pro- 
posees, tandis que, pour le meme point, chacune des expressions (19), 
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ou au moins I’unc d’entre ellcs, obtiendra line valcur differentc de 
zero. Si, niaintenant, on observe cju’on pent, sans inconvenient, snb- 
tituer, quand il s’agil de la seconde courbe, les lettres x,y, :■ et s aiix 
lettres ?, •/], 'C ofc on arrivera immediatenient au tlieoreme qiie nous 
aliens enoncer. 

TfiEORiniE \ . — Etant proposees deiix courbes qui se louchenl eri lut 
point, si I on considere les coordonnees x, y, z de chacune d' e.lles comme 
des fonctions de I’arc s pris comme variable independanle, el si I’ on 
suppose cet arc compte siir chaque courbe de telle maniere qu'il se pro- 
longe dans le mime sens pour les deux courbes au delii du point de con- 
tact; non seulement, pour le point donl il s’agit, les variables x, v, et 
leiirs derwees du premier ordre 

dx dy dz 

ds' S’ 

ne changeront pas de valeur dans le passage de la premiere courbe d la 
seconde, mais il en sera encore de meme des derwees successives 

dr-x d^x d^Y d^z d^z 

ds^-' ds^' ■■■’ ds^-' IF’ ■■■’ d?^ diF’ ■■■’ 

jusqu’a cedes dont V ordre sera indique par le nombre entier egal ou im- 
mediatement superieur d V ordre du contact. Celles-ci seronl les dernieres 
qui rempliront la condition enoncee, en sorte que les trois suwantes. on 
au moms I’une des trois, changeront de valeur, quand on passera d’line 
courbe a, I’ autre. 

CoroUaire I. — Si les deux courbes ont entre ellcs un contact de 
I’ordre n, n designant un nombre entier, alors, dans le passage de la 
premik’c courbe k la seconde, chacune des quantites 



dx 

d^x 

d'‘x 

ds ^ 

ds- ’ 


y> 

dy 

d-y 

d'y- 

ds' 

ds^' 

~ds^’ 


dz 

cPz 

d’'z 


dr 

ds^-’ 

■■■’ d^’ 
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conservcra la meme valeur pour le point de contact, tandis que chacunc 
des trois derivees 

oil ail moins Time des trois, prendra une valeur nouvelle. 

Corollaire IL -- Soit 

(23) r =^{Xy Y,z) 

une fonction quelconque des trois variables x, y, z. Si Ton considere 
ces variables elles-memes commedesfonctionsde^ propres a represen- 
tor les coordonnees de la premiere ou de la seconde courbe, rdevien- 
dra pareillement fonction de s, et Ton trouvera 


dr __ 

di[x, y, z) dx 

-1- 

di{x^y,z') dy 


dHx,y,s) dz 

ds 

dx ds 


dy ds 

dz ds’ 

d'r 

JT, r, c) d‘x 

-h 

di(x‘y,z) d'-y 


J, -) d^z 


dx ds- 

dy ds"^ 


dz ds^ 

•4- 

d-:^(x, y,z)yx'' 


d-^(x, y,z)fdy' 

. 

d^-^{x, y, 5) yz 


0x‘ \ ds j 

dy- \ds , 

/ + 

dz^^ \ds^ 


y, z) dy dz d-^{x, y^z) dz dx y^z) dx dy 

^ dy, ds ds d: dx ds ds dx dy ds 'ds ’ 


I (/«/■_ dj{x,y^)d'^x dS{x, y,=) d'‘ Y d ^{x, y, z) d":: 

~ dx ds'‘ dy ds"' ^ ' ‘ 

Or de ces dernieres equations jointes an corollaire I il resulte que, si 
les deux courbes proposees ont entre elles un contact de I’ordre n, 
chacune des quantites 

) ' dr _ di{x, y,s) cPr _ d’-S{x, y,z ) d"r _d"^{x, y,s) 

( ds ’ ds- ~ ds- ’ ’ ds" ~ ds" 

conservera la meme valeur pour le point de contact, dans le passage 
de la premiere courbe a la seconde. C’est ce qui arrivera, par example, 
si Ton prend pour r le rayon vecteur mene de I’origine au point (», y, s) 
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et determine par la formula 
(a6) 

Ajoutons que la derivee 

, > rf"-*-' /• _ cf (.«•, V, - ) 

determinee par I’equation 

/ f d 3 {x, y, s) d"-^'x 

^ j <) 3 (x, y, z) d"+'y d- 3 (x, y,z) d^-'z 

f Oy dz ds“~' .-■■■, 

changera ordinairement de valeur quand on passera de la premiere 
courbe a la seconde, parce que chacunc des expressions ( 22), ou au 
moins Tune des trois, prendra une valeur nouvelle. Neanmoins le 
contraire pourrait avoir lieu dans certains cas particuliers, par cxemple 
si les valeurs de cc, y, z relatives au point de contact reduisaient a 
zero, dans le second membre de laformule (28), les coefficients des 
expressions (22), ou au moins le coefficient de celle dont la valeur 
changerait. La meme remarque s’applique aux derivees 

CoroUaire III. — Goncevons maintenant que Ton veuille prendre, 
au lieu de s, la quantite r = ^{sc,y,z-) pour variable independante. 
Alors on pourra concevoir que, les coordonnees x, y, z etant toujours 
fonctions des, ^ devienne fonction de r; et Ton tirera de I’equation (23), 
differentiee plusieurs fois par rapport a r, 

d 3 {x, y,z) ^ 
ds dr’ 

di{x, y,z) drs d- 3 {x, y, z) / ds^^ 
ds dr^ ds- V * 


d${x, y, z) d'^s 
ds dr'‘ 



(3o) 
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Or des formulcs (3o) reunies au corollairo II il resulte quo, si les deux 
courbcs proposers ont entre elles uii contact do I’ordrc n, les quantites 

ds d-s d'‘s 

^ ^ dr dr- dr'^ 

(.‘onservcront on general les memos valeurs relatives au pointclo contact, 
quand on passera de la premiere courbe a la seconde. En substituaut 
ces valeurs dans les equations 

; ^ ^ ^ d-x __ dx d-s _^d-x / dsy d'^ x _ dx d'‘s 

I dr ~ ds dr^ ds- ~~ ds dr- ds- \drj ’ ***’ Ir^ ~~ dF^ 

3o ) iL — — Y ^'"y _ ^h' 

j dr ” ds dr' ds- ~~ ds dr- ds- \drj ’ IF ~~ ~ds 

I ^ ^ ^ __ dz d-s d-z fds y d'^z __ dz s 

dr “ ds dr^ ds^ ” ds dr- ds- \drj ’ FF ~ 5? FF^ 

et avant egard au corollairo I, on parviendra aux conclusions suivantes : 

Si les deux courbes proposees ont entre elles iin contact de Tordre /^, 
et si Ton prend r=:^x,y,z) pour variable independante, non seule- 
ment les coordonnees x,y, z, mais encore leurs derivees jusqu’a cell(‘s 
de Tordre n, savoir 


dx 

d-x 

d^x 

d^x 

dr ^ 

dF' 

dr^ ' 

' IF' 


d\r 


d^y 

dr' 

dr- ' 

dr^ ’ 


dz 

d^z 

d^z 

d'^z 

dr' 

IF' 

dr^ ' 

FF' 


conserveront generalement les memes valeurs relatives au point de 
contact, quand on passera de la premiere courbe a la seconde. On doit 
toutefois excepter certains cas particulars, dans lesquels les valeurs 
des expressions (33), ou de quelques-unes d’entre elles, tirees des for- 
mules (3o) et (32), se presenteraient, pour Tune et I’autre courbe, 
sous la forme indeterminee - ou - j et varieraient neanmoins dans le 

O 00 

passage dune courbe a I’autre. Dans tous les autres cas, le corollaire I 
ne cessera pas d etre vrai, si a la variable s on substitue la variable r 
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liee par une equation finie quelconquc aux coordonnees x, r, Scule- 
nieiit, apies cette substitution, Ton ne pourra pas toujours affirmer 
que, pour le point de contact, Tune au moins des trois derivecs 

~dr^^ 

change de valeur dans le passage do la premiere courbe a la seconde. 

CoroUaire IV- — Supposons que, Fordre du contact des deuxcoiirbe^ 
donnees etant egal a /z, on pronne toujours r pour variable indepen- 
dante, et que Ton designe par 


de nouvelles fonctions des coordonnees x, y, z. On aura 


(34) 


dp dx _^^dy ^ dp dz 

dr ~ dx dr dy dr dz 

d'-p __ d^ d^x dp dly dp d-z 

dr^ dx dr'^ dy dr^ dz dr^ 




dx^ \ dr 
« dV dy dz 


J 

d^p 


dz dx 


"lE (^X 

}z^ \dr) 


d^p dx d_v 


dy dz dr dr dz dx dr dr dx dy dr dr 


d'^p dp_ d'^x dp d'‘ y dp d”-z 

dr"- dx dr"- ^ dr" 5^ dr" 


et, comme Ics expressions (33) conserveront, en general, les menies 
valeurs, relatives au point de contact, dans le passage de la premiere 
courbe a la seconde, il est clair qu’on pourra en dire autant, non seu- 
lement des fonctions derivees 


(35) 


dp cPp d"p 

dr' IP-’ dr^ 


dont les valeurs seront determinees par les formules (34), mais encore 
des differentielles 


(36) 


dp, d'-p, .... d"p. 
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On arriverait a des conclusions semblables en substituant la fonc- 
tion q a lafonction p. Enfin, on pourrait echanger ontre elles les quan- 
tiles p, q, r de toutes les maniercs possibles. Ainsi, par exemple, on 
rcconnaitrait qu’en general les differentielles 

( d"q, 

' I dr, d-r, . . . , d'^r, 

prises par rapport a la variable p consideree comme independante, con- 
servent les memes valeurs relatives au point de contact, tandis qu’on 
passe d’une courbe a I’autre. 

Corollaire V. — Rien n’empeche de supposer, dans les corollaires II 
et III, 

r = X. 

Alors celles des expressions (33) qui renferment la variable x se re- 
duisent la premiere a I’unite, les autres a zero, et celles qui ren- 
ferment you z deviennent respectivement 


/ dy 

d\v 

d'^y, 

\ dx' 


’ dx^^ 

j dz 

d’^z 

d^z 

1 dx’ 

dx^^ 



Done, si les deux courbes proposees ont entre elles un contact de 
I’ordre n, et si Ton prend a? pour variable independante, non seulement 
les coordonnees y, z, mais encore leurs derivees successives jusqu’a 
celles de I’ordre n, conserveront, en general, les memes valeurs rela- 
tives au point de contact dans le passage de la premiere courbe a la 
secondc. Ajoutons que, dans ce passage, les derivees de I’ordre n -t - 1 
et les suivantes prendront ordinairement des valeurs nouvelles. Nean- 
moins, le contraire pent avoir lieu dans certains cas particuliers, con- 
formement a I’observation deja faite (p. i43) pour le cas oil chacune 
des courbes devient plane. 

Lorsque la tangente commune aux deux courbes ne forme pas un 
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angle droit avec I’axe des x, chacune des quantites 

(3g) 

ou au moins Tune des deux, change necessairement de valeur dans 
le passage d une courbe a I’autre, ainsi qu’on Ta deja remarque (voir le 
corollaire III du theoreme III). 

Nous observerons en finissant qu’on pent toujours choisir I’axe 
des X de maniere qu’il forme, avec la tangente commune a deux courbcs 
donnees, un angle different d’un angle droit. Cela pose, si Ton reunit 
le corollaire III du theoreme III au theoreme I de la dix-huitieme 
LeQon, 1 on en conclura generalement que deux courbes*qui out entre 
elles un contact du second ordre, ou d’un ordre plus eleve, sent oscula- 
trices Tune de I’autre, et reciproquement que deux courbes oscula- 
trices Tune de I’autre ont toujours entre elles, au point d’osculation, 
un contact du second ordre ou d’un ordre superieur a 2 . 


OEuvres de C- — S. 11, t. V. 


5o 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 


VINGT-DEUXIEME LEgON. 


SCR LES DIYERS ORDRES DE CONTACT DES SURFACES COURBES. 


Considerons deux surfaces qui se touchent en un point donne (P). 
Si, par le point (P), on naene un plan normal au deux surfaces, Ics 
deux lignes d’intersection seront tangentes I’une a Fautre; et, si I’on 
fait tourner ce plan autour de la normals, les deux lignes dont il s’agit 
changeront, en general, de position et de forme. Quant au nombre qui 
representera Fordre de 'contact de ces deux lignes, il pourra ou 
demeurer toujours le meme, ou changer de valeur avec la position du 
plan normal. Or, ce nombre, quand il est invariable, ou sa valeur mi- 
nimum, dans le cas contraire, sert a mesurer ce qu’on appelle Vordre 
de contact des deux surfaces. Soit a cet ordre; et supposons quo, les 
deux surfaces etant coupees par un plan normal quelconque, c’est- 
a-dire par un plan qui renferme la normals commune, on nomme (Q), 
(R) les points oil les courbes d’intersection, prolongees dans un cer- 
tain sens, sont rencontrees par un arc de cercle decrit du point (P) 
comme centre avec un rayon tres petit designs par i. Si Fon considers 
ce rayon comme infiniment petit du premier ordre, la distance 
variable avec la position du plan normal, sera elle-meme une quantite 
infiniment petite d’un ordre marque par un nombre constant ou va- 
riable, donta -h I representera la valeur unique ou la valeur minimum. 

Concevons maintenant' que par le point (Q), situe sur la premiere 
surface, on mfene une secants parallels a une droite qui forme avec le 
plan tangent commun aux deux surfaces un angle S sensiblement diffe- 
rent de zero,maisinferieur ou tout au plus egal a ^5 et que cette s6cante 
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coupe la seconde surface en (S). Dans le triangle QRS, le cote RS, sen- 
siblement parallMe au plan tangent, piiisqu’il sera compris entre deux 
points de la seconde surface tres rapproches du point de contact, 
formera evidemment avec les cotes QR, QS des angles finis, dont le 
premier differera tres peu d’un angle droit, tandis que le second sera 
egal ou superieur a o. Done, si Ton designe par I une quantite infini- 

ment petite, et par A un angle compris entre les limites o et on 
aura 



Or, il resulte de cette derniere formule que la distance infiniment 
petite QS sera, pour toutes les positions du plan normal, de memo 
ordre que la distance QR. De plus, comme le rapport entre la perpen- 
diculaire abaissee au point (P) sur la droite QS ou sur son prolonge- 
ment et le rayon vecteur PQ = i sera equivalent au sinus do Tangle PQS 
forme par la droite QS avec une droite PQ sensiblement parallMe au 
plan tangent, et, par consequent, a une quantite finie differente de 
zero, cette perpendiculaire sera evidemment une quantite infiniment 
petite du premier ordre. De ces diverses remarques on deduit imme- 
diatement la proposition suivante : 

Theoreme I. — V ordre de contact de deux surfaces, qui se iouchent 
en un point donne (P)j ^st inferieur d^une unite a la valeur unique ou d 
la valeur minimum du nombre qui represente V ordre de la distance infi- 
niment petite comprise entre les points (Q), (S) oil elles sont rencontrees 
par une secante qui forme avec le plan tangent commun d ces deux sur- 
faces un angle sensible, lorsque Von considere la distance du point de 
contact d la secante dont il sagit comme un infiniment petit dq premier 
ordre, 

Supposons que Ton ait mene par le point (P) un plan quelconque 
qui forme un angle sensible avec le plan tangent. Ge plan coupera les 
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deux surfaces suivant deux nouvelles courbes. De plus, on pourra con- 
cevoir que la secante, ci-dessus mentionnee, coincide avec une droite 
comprise dans ce meme plan ; et alors, en comparant le theorfeme pre- 
cedent au theoreme III de la neuvieme Legon, on etablira sans peine 
une proposition que nous allons enoncer ; 

Theoreme II. — Lorsque deuoo surfaces ont entre elles, en un point 
donne, un contact de Vordre a, tout plan normal ou oblique, qui forme 
un angle sensible avec le plan tangent commun a ces deuoc surfaces, les 
coupe suivctnt deux courbes qui ont entre elles un contact de Vordre a ou 
d'un ordre superieur. 

II importe d’ observer ici non seulement que les sections faites, dans 
les deux surfaces, par un plan normal ou oblique qui renferme le 
point commun, peuvent avoir entre elles un contact d’un ordre beau- 
coup plus eleve que le nombre a, mais qu’elles peuvent meme, dans 
certains cas, se confondre entierement Tune avec I’autre. Alors le 
nombre qui represente I’ordre de contact des deux sections prend 
une valeur infinie. Ajoutons que ces deux sections sc reduisent 
quelquefois a une seule droite. On pent offrir pour exemple la genera- 
trice commune a deux surfaces coniques ou cylindriques qui se 
toucbent en un point donne. 

Si les deux surfaces sont representees par deux equations entre les 
coordonnees rectilignes x, y, z, et si le plan tangent mene par le point 
commun n’est pas sensiblement paralUle a I’axe des z, alors, en sup- 
posant la secante QS parallele a ce meme axe, on deduira immediate- 
ment du theorfeme I la proposition suivante : 

TflEORfiME III. — Pour obtenir Vordre de contact de deux surfaces qui 
se touchent en un point oil le plan tangent nest pas parallele d Vaxe 
des z, il suffit de mener une ordonnee tris voisine du point de contact et 
de chercher la valeur unique ou la valeur minimum du nombre constant 
ou variable qui represente Vordre de la portion infiniment petite d’or- 
donnde comprise entre les deux surfaces, dans le cas oil Von considire la 
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distance du point de contact a Vordonnee comme infiniment petite du 
premier ordre. Cette valeur unique ou cette valeur minimum, diminuie 
d’une unite, indique V ordre du contact. 

* 

Corollaire I. — Soient 

(1) • z^f{x,y), 

(2) ' - = F(a.,j) 

les equations des deux surfaces courbes. Elies auront un point 
commun correspondant a un systeme de valeurs donnees des va- 
riables x,y, et, en ce point, un plan tangent commun, non parallHe a 
I’axe des z (voir la seizi^me Le^on, p. 3 oo), si, pour les valeurs pro- 
posees dea?, y, les formules (i) et (2) fournissent des valeurs egales 
et finies, non seulement de I’ordonnee z, mais encore de ses derivees 

partielles p = = ^, en sorte que les equations 

(3) /(a;,7) = F(a:,y) 
et 

df{x,y) _ dF(ar,7) <?/(ar,7) 

dx dx ’ dy dy 

soient verifiees, et que les deux membres de chacune d’elles con- 
servent des valeurs finies. Dans cette hypothese, la difference 

(5) F(a;,7)— 

qui s’evanouira pour les valeurs de a? et de 7 relatives au point 
commun, deviendra infiniment petite, quand les variables x, y rece- 
vront des accroissements infiniment petits Aa?, A/; et, si Ton considere 
la distance 

(6) y/Aa;*-t-A7® 

comme etant un infiniment petit du premier ordre, I’ordre de la quan- 
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tite infiniment petite, qui representera la nouvelle valeur de 

surpassera d’une unite I’ordre de contact des deux surfaces. II imporlo 
d’ailleurs d’observer que I’expression (6) sera une quantite infiniment 
petite du premier ordre, si cliacun des accroissements i^x, Ky est un 
infiniment petit de cet ordre, ou si Tun d’eux est du premier ordre, 
I’autre etant nul ou d’un ordre superieur. 

Corollaire II. — Si les deux surfaces se touchent en un point de 
I’axe des z, mais de maniere que cet axe ne soit pas renferme dans le 
plan tangent mene par le point de contact, il suffira, d’apres ce qu’on 
yient de dire, pour determiner I’ordre du contact, de chercher Ic 
nombre qui indiquera I’ordre de la difference F(a;,j) — f{x,y), en 
considerant les deux variables x, y comme des infiniment petits du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une unite. En operant 
ainsi, on reconnaitra que les quatre surfaces representees par les 
quatre equations 

zz=x'- + y^, z = x^ + y^, z^x^ + y"^, 

ont toutes entre elles, a I’origine des coordonnees, un contact du 
premier ordre, tandis qu’au meme point les deux surfaces > 

z — x”'-^ y”’, z = x”'-*-^ + 

ont un contact de I’ordre n, et les deux surfaces 

A A 1 i. 

un contact de I’ordre ^ — i = t- 
5 4 

Corollaire III. — Supposons que les surfaces (i) et ( 2 ) aient un 
point commun correspondant aux coordonnees x, y et on ce point un 
plan tangent commun, non parallele a I’axe des s, avec un contact de 
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I’ordre a; soit d’ailleurs n le nombre entier egal ou immediatomciit 
superieur a a. La difference 

(5) E(^,y) — /(^i j) 

s’evanouira; et, si I’on designe par Aa;, Aj des accroissements intini- 
ment petits du premier ordre attribues aux coordonnees x, y, I’cx- 
pression 

(7) F(a? -t- Aa;, y -i- Aj) — /(^ + A.r, r -I- A/) 

sera (en vertu du corollaire I) un infiniment petit de I’ordre a -hi. 
D’ailleurs, pour que les accroissements Aa;, Aj soient infiniment petits 
du premier ordre, il suffira dc prendre 

( 8 ) = OL dx^ Ay a dy^ 

en designant par a une quantite infiniment petite du premier ordre, et 
en donnant aux differentielles dx, i^des valeurs finies. Alors I’expres- 
sion ( 7 ) se presentera sous la forme 

(9) F(a: -(- « dx, y ■+ a.dy') — f{x -h adx, y -h « dy). 

Done, si Ton considere la variable a comme infiniment petite du pre- 
mier ordre, I’expression ( 9 ) sera, dans rhypotht?se admise, un infini- 
ment petit de I’ordre a 4 - 1 , quelles que soient d’ailleurs les valeurs 
finies attribuees aux differentielles dx et dy. 

Concevons maintenant que Ton pose, pour abreger, 

( 10 ) F(a; cedx, y a. dy) — f{x -h a dx, y ct.dy) = '{'(a). 

En vertu de ce qui a ete dit(p. i33), premiere des 

fonctions derivees 

d/(«), (];'(«), ••• 

qui cessera de s’evanouir avec a; en d’autres termes, sera la 

premibre des quantites 


'{'(o), ¥(°)> 



400 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 
qui obtiendra unevaleur differente de zero. On aura done 

(11) J;(0)=:O, tjj'(o) = 0, <j^''(o) = 0, ..., (o) = O. 

D’ailleurs, en ayant egard aux principes etablis dans la quatorziemc 
Le^on de Calcul infinitesimal, on trouvera 

I '{' (o)= 7)— 

i (t'(o)— d'S{cc,y)— df{x,y), 

(12) ^{o)= d^¥{x,y)- d‘-f{x,y), 

I f 

( (o) = d’^F (x, y) — d"'f{x, y). 

Done on aura, pour le point commun aux deux surfaces, 

/ F(a;,7)= 

1 dF(x,y)= d/(x,y), 

(13) \d^F{x,y)=d^f{x,y), 

j 

i d^Fix, y)=d'‘f(x, y); 

ou, ce qui revient au meme, 


F(x,y)=/(x, y), 

dx dy •' dx dy 


ox:^‘' 1 dy j ^ ^ ^ 

= + 1 tGfiz) rf,.. 

dx^ I dx^^-^ dy dy^ ^ ’ 


Ces dernieres formules devant subsister, quelles que soient les valeurs 
finies attribuees aux differentielles dx, dy, entraineront evidemment 
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!»0i 


1 


F(a?, y) 

11 



dF(sc, y' 

_ df(x,y) 

()F(x,y) _ 

df{x, .r j 


dx 

dx 


dy ^ 

1 d"F(.-v, y) _ 

f) 

d-F{x^ r) 

_ d^f{x,y) 

d'F(x, r) d-f{x, r) 

I 


dx dy 

~ dxOy ' 

dy'- dy’- 


d'^ F (j?, _r) 

_ fix, r) 

d“Y{x, y) 

_ d"/(x,y] 


Ox^^ 

■" dx'^ ' 

dx'^-^ dy 

dx'‘~^ dy ’ 


d'^ F {x, y) 

_ d'^f(x:,y) 

d'^Tix, y) 

_ d"f(x,y) 

1 

dx dy^~^ 

” dx dy'^~^ ’ 

dy" 

dy" 


Par consequent, lorsque deux surfaces se touchent en un point oil le 
plan tangent n’est pas parallele a I’axe des non seulement pour le 
point dont il s’agit, I’ordonnee z, consideree comme fonction des deux 
variables independantes tr, y, et ses derivees partielles du premier 
ordre, savoir 


(i6) 


dx’ dy' 


ne cbangent pas de valeur dans le passage de la premiere surface a la 
seconde; mais il en est encore de meme des derivees partielles 

I ^ ^ 

i dxdy’ dr-' 

( 17 ) d'z d^z ^ 

1 dx^’ dx-dy’ dxdy^' djd’ 

\ • • • > t • • ■ J 


jusqu’a celles dont I’ordre coincide avec le nombre entier egal ou ini- 
mediatement superieur a I’ordre du contact : en d’autres termes, si Ton 
designe par n ce nombre entier, I’ordonnee z et ses differentielles totales 
des divers' ordres jusqu’a celle de I’ordre n, c’est-a-dire les quantites 

(i8') 5 , dz, d-s, d-'z, 


conserveront les memes valeurs dans le passage de la premiere surface 

OMmvsiee. — S. 11 , t. V, 5l 
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a la seconde, quelles que soient los valeurs assignees aiix differon- 
tielles dx, dy des variables independantes. 

Corollaire IV. — Si, Ics deux surfaces ayant un coiUact dc rordro a, 
le plan tangent commun devenait parall^le a I’axe des alors, en attri- 
buant aux valeurs des coordonnees x, y qui se rapportont au point 
do contact des accroissements infiniment petits du premier ordro, on 
nc trouverait pas generalement, pour les valeurs corrcspondantes do la 
difference 

y)—f{x, y), 

un infiniment petit dc I’ordre a -h r. Neanmoins, on pourrait encore 
determiner I’ordre du contact par la methode dont nous avons fait 
usage, en substituant Tune des variables a;, j a la variable i;. Ainsi, 
par exemple, pour montrer que les deux surfaces 

s = x"\i—y-Y, s = x^{\—y^Y, 

qui touchent a I’origine le plan des r, z, ont en ce point un contact 
du second ordre, il suffira d’observer que leurs equations resolues par 
rapport a x prenncnt les formes 

^3 

X = ^5 

i-r 

et que la difference 

Z* 

i — f 

est un infiniment petit du troisieme ordre, quand on considere y et r. 
comme des infiniment petits du premier ordre. Quant a la difference 
y)< elle se reduit dans cet exemple a 

— — (I 

ot, lorsque Ton considere a- et/ comme des infiniment petits du premier 
ordre, elle est une quantite infiniment petite, non plus du second 
ordre, mais de I’ordre j seulement. 



^3 

I_y2 
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Coroliaire V, — Lorsqiie le plan tangent commun aux deux surfaces 
n’est pas parallele a Taxe des s, et que Tordre du contact est un nombiM^ 
entier, il suffit, pour determiner cet ordre, de chercher quelle est la 
derniere des equations 

(19) Y{x,y)=f{,x,y), dY(^x,y) — df{jc,y), d^ ^ {x , y) rrz d^- f {,r , y) , 

qui se trouve verifiee pour le point de contact, independamment des 
valeurs attribuees aux difFerentielles dy des variables indepen- 
dantes. L’ordre des differentielles totales comprises dans cette derniert^ 
equation sera precisement Tordre demande. 

Nous observerons, en finissant, qu’on pent toujours choisir pour axi* 
des un axe qui ne soit pas parallele au plan tangent mene par li‘ 
point de contact de deux surfaces. Cela pose, si Ton reunit le corol- 
laire III du theoreme III au theoreme II de la vingtieme Legon, on en 
conclura generalement que deux surfaces qui ont entre elles un contact 
du second ordre ou d’un ordre plus eleve sont osculatrices I’une d(‘ 
Tautre et, reciproquement, que deux surfaces osculatrices Tune de 
I’autre ont toujours entre elles, au point d’osculation, un contact du 
second ordre ou d’un ordre siiperieur a 2. 
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CALCUL INTEGKAL. 


PREMISRE LECON. 


RECTIFICATION BES COUIIBES PLANES OC A DOUBLE COURBURE 


Consiclerons une courbe plane, representee par une equation cntro 
les deux coordonnees rectangulaires x, y, ou bien une courbe a double 
courburc, representee par deux equations entre les trois coordonnees 
rectangulaires x, y, z; et, sur cette courbe, un arc renferme entre un 
point fixe (A) et le point mobile donta; est I’abscisse. Si Ton designe 
par s cet arc, pris avec le signe -+- ou avec le signe — , siiivant qu’on 
le suppose porte, a partir du point (A), dans un sens ou dans un autre, 
et si Ton appelle n: I’inclinaison de la courbe par rapport a I’axe des x, 
on aura \yoir dans le Tome I les formules (lo) de la cinqui^me Lecon 
ot (7) de la seizieme] 

s6ct = ± 

ax 

ou, ce qui revient au meme, 

(i) ds ■=±: s€cr dx, 

le signe ± devant etre reduit au signe + dans le cas oil I’arc s croit 
avec I’abscisse a;, etau signe — dans le cas contraire. Cela pose, soient 
(P), (Q) deux points dilTerents de la courbe, respectivement deter- 
.mines, le premier par le syst^me des coordonnees le second 
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parle systeme des coordonnees X, Y; et (/?) le point mobile qui coiv 
respond aux coordonnees variables x, y. Concevons d’ailleurs que 
I’abscissc x croisse ou decroisse constamment, tandis que le point 
mobile (/>) passe de la position (P) a la position (Q), en decrivant 
I’arc PQ. Enfin, soient et S les deux valeurs de s correspondant a 
x — x^ et a a; = X. On tirera de I’equation (i), en integrant les deux 
membres a partir de x = Xa la trente-deuxieme Leqon de Calcul 
infini^esimal^^ , 

( 2 ) s — Sf^ — ± I s^crdx, 
puis, en posant a; = X, 

(3) S — 5o ^ SeCTC^JT. 

C’est a I’aide de la formule (3) que Ton pourra determiner Pare PQ, 
toujours egal a la valeur numerique de la difference S— On trou- 
vera en particulier 

(4) S — So=J seczdx, 

• t*o 


si les differences S — s^, X — x^ sontdes quantites de memo signc, et 
(^) S — 5o ~ — I secz dx, 

SI les memes differences sont des quantites de signes contrairos. Si le 
point (P) coincidait avec le point (A), deviendrait nul. Alors, cn 
supposant, pour fixer les idees, les quantites s, S, x - X ^ x, 
positives, on tirerait de la formule ( 2 ) 

..x- 

( ^ ) s = j secT dxy 

et de la formule (3) 

Ajoutons que, si Ton considere I’abscisse x comme variable indepen- 
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dantc, la valour do secT sera determinee pour une courbe plane (t’oy- 
la premiere Le?on du Tome I) par I’equation 


( 8 ) 


N 


s6ct = V^I + j'* =:± — 


N etant la normale. Done alors la formule (6) donnera 

{ 

(9) s— /y/i-l- dx. 


On trouvera, au contraire, pour unc courbe a double courbure (voir la 
seiziemo Logon du Tome I), 

( 10 ) SeCT = V^i 

et par suite 

(11) dx. 

Si I’inclinaison t devient constante, comme il arrive quand la courbe 
proposee sc reduit a une droito ou a une helice tracee sur un cylindre 
qui a pour axe I’axe des x, la formule (6) donnera 


(12) s = sec'zj dx = {x — a;o)s 6 cT. 

Ora? — a?„ represente precisement la projection de I’arcssurTaxe des j?. 
On pent done enoncer la proposition suivante : 

THEORfeME. — Lorsqu une ligne a, dans tons ses points, la mime incli- 
naison par rapport d I’axe des x, une longueur portee sur cette ligne est 
equivalente au produit de sa projection sur V axe des x par la secante 
de I’inclinaison. 


Appliquons maintenant la formule (6) a quelques exemples. 

Example /. — Si la courbe proposee coincide avec la circonfercnce 
de cercle representee par I’equation 

(i3) = 

OEuvres de C. — S. II, t. V. * 02 
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on aura N = R. Par suite, la formule (8) donnera 


(i4) 


secT = — = 


R 




ot Ton tircra dc I’equation (6) 

(. 5 ) . = Rr-=^ = R(: 

A v/R>-a:= \ 


.0? . ^0 
arc sin =5- -- arc sin r— 

K tv 


II etait facile dc prevoir ce resultat. En offet, la difference 


arc sm 55- — arc sia ^ > 
1\ Jt\ 


cntrcdeuxarcs relatifs au cercle qui a pour rayon I’unite, ost la niosure 
de Tangle compris entro les rayons vecteurs mcnes de Torigine aux 
points de la circonference donnee qui ont pour abscisses ctcc. Done 
le produit de cette difference par le rayon R est la inesure. de Tare 
compris entre les deux points. 

Exemple 11. — Considerons une ellipse representee par Tequation 


dans laquelle^a designe la moitie du grand axe et b la moitie du petit 
axe. On aura, dans ce cas, 


07) 


08) 


X 

a- 


yy^ ,, b'*x^ 6-^2 


r ja* — ( dr — b- ) X- 

secT = i / 


D’ailleurs, si Ton nomme £ I’excentricite de Tellipse, e’est-a-dire le 
rapport entre la distance d’uii foyer au centre et la moitie du grand 
axe, on aura (voir la onzieme Legon du Tome 1) 


(^9) a£ — ^/a-—b'^, 

Cela pose, la valeur de secT deviendra 
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^11 


ot I’on tirera de I’^uation (G) 



Si, dans la formule (21), on reoaplace les limites de I’integralc relative 
a a? par zero et a, la valeur de s, reduite a 



representera le quart du perimetre do I’ellipse. Done le perimetre entier 
aura pour mesure I’expression 


( 33 ) 



dx. 


dans laquello il suffit de poser x = at pour la ramencr a la forme 

<M) . 

Les int6grales comprises dans les formules (21), (22), (28) et (2^) 
sont du nombre de celles qu’on ne peutexprimeren termes finis; mais 
diverscs methodes fournissent le moyen d’en calculer des valeurs aussi 
approchees qu’on le desire. 

Exemple III. — Considerons une hyperbole representee par I’^uation 


dans laquelle a, b sont deux quantites positives dont la premiere de- 
■ signe la moitie de I’axe reel. On aura, dans ce cas, 


(26) 

(27) 




seer — 




b'*x^ 

y- a- — a- ) ^ 


b'^)x ^ — a* 
V a5(a:5— a*) 


D’ailleurs, si Ton nomme e I’excentricit^ de I’hyperbole, e’est-'a-dire le 
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rapport entre la distance d’un foyer au centre et la moitie do Taxo reel, 
on aura (voir la onziemc Le^on du Tome I) 

(28) as = -h Z?-. 


Par suite, la valour de secT deviendra 


(29) 

et Ton tire.ra de I’equation (6) 

(30) 


r jE^x- — j 

-j 


Comme les deux fractions 


a’ — .T- — 

— X- ’ x‘ — a- 


ne diff^?rent pas Tune de I’autre, il est clair que la valour precedcnU' 
de s est pareille a celle que fournit I’equation (21). Seulemcnl, dans 
I’equation (21), lo nombre e, determine par la formule (19), est infe- 
rieur a I’unite, tandis que dans I’equation (3o), le nombre e, determine 
par la formule (28), devient superieur a I’unite. 

Exemple IV. — Si la courbe proposee coincide avec la paraboI(' 
representee par I’equation 

(3i) y^ = 2px. 


on aura 

( 32 ) 

(33) 

et par suite 

( 34 ) 



s 



I + — dx. 
lx 


Pour determiner la valeur de I’integrale comprise dans le second 
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mombre de Tequation (34) on posera 

V/ ^ ^ ~ ^ ou X ~ -- 7 

el Ton trouvera 



I -h — dx : 
2^ 


= tdx — tx— ^ xdt— tx — 


^tx-ll 

4 




const. 



= X 




+ const. 


Si maintenant on suppose, pour plus de simplicite, = o, on tirera 
de la formulc (34) 



Telle est la valeur de I’arc dc la parabole compris entre le sommet ot 
le point correspondant a I’abscisse x. 

Exemple V. — Si la courbe proposee coincide avec la logariihmique 
que nous avons deja consideree dans la premiere Legon du Tome I, et 
qui cst representee par I’equation 

( 36 ) y=ialx, 

la caracteristique I indiquant un logarithme pris dans le systeme dont 
la base est e, on trouvera 

(37) tangTin/=|, 

et par suite 

. d'z 

( 38 ) x — ao^oiT, dx=— a-r » 

^ ^ sin^T 


Cela pose, si Ton designepar Tq la valeur de x correspondant a a; = a:„, 
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on tirera do Tequation (6) 

f 39 ) s = ~ a f -- * 

' J cosrsin-r 

On a d’ailleurs 

I _ cos- r -f- sin- T __ COST ^ 1 

coSTSin-T ~ cosTsin-T sin-T cost’ 

et do plus 


/ 


fjL. 

J COST 


" COST^T l_ 

sin^T sinT 

idz 


sin 7- H — cos 




1- const., 


const. 


Done I’equation (3g) donnera 


(4o) 


ilangf 4 -H + ^tang( 7 + — ) • 

[sine smiTo °V4 2 / V4 2 /J 


Si Ton echangeait entre eux les axes des a? et des Tequation do 
la logarithmique deviendrait, comme on I’a deja remarque (Tome I, 
deuxieme Legon) 

.7' 

(40 = 

et Ton aurait en consequence 

,r 

(42) tangT=:y= 

On trouverait par suite 


(43) 


^ =: cf/tangT al{a), dx — a-:^ 


dz 


puis, en designant par la yaleur de t: correspondant a x = x„, on 
tirerait de Tequation (6) 

(44) s—af - — - --• 

sinrcos^- 

On aurait d’ailleurs 


I 


SUIT 


SIIITCOS-T sillT COS'-^T 


/iE= ='*“0 

/ Sin -COS - 

J 2 2 


- 4- const. 
2 
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Done I’equation (44) donnerait 


COST COSTn 


I T T 

h Uanff /tana — 


11 scrait facile d’introduire dansles seconds membres des formulos(4o) 
ot ( 45 ) I’abscisse a? a la place de I’inclinaison i. 

Exemple VI. — Considerons encore la courbe representeo par 
I’equation 




qui cst precisement celle que decrit unc chaine pesante, flexible et 
homogene, suspenduc par ses extremites a deux points fixes, ct qui 
pour cettc raison a regu le nom de chainette. On aura, pour cette courbe. 


X X 


ih) 

^ 2 


ct par suite 

ar X 


GO 

, -I- e " 

secrr= 

2 


Cela pose, cn 

faisant ^vanouiriro, on tirera de 

I’equation (6) 


r"" r i- 

.r 

(49) 

/ e" -H- , e" — e 

S-zzz f dx a 

Jo 2 2 

- = aj'- 


D’aillours il est aise de voir que, dans la courbe (46), le point qui 
correspond a I’abscisse os = o est precisement le point le plus bas. Par 
consequent, dans cette courbe, I’arc s, compte a partir du point le plus 
bas, est proportionnel aj' = tangx, e’est-a-dire a la tangente trigono- 
metrique do I’inclinaison correspondant a I’extremite du meme arc. 
Revenons a la formule (i). Si Ton y remplace x par y on devra rem- 

placer en meme temps i par - — 'f* On aura done 
(5o) = dz cosecT rfj. 

Cela pose, concevons que I’ordonnee y du point mobile (p) croisse ou 
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decroisse constamment, tandis que ce point decrit I’arc PQ, donl Ics 
deux extremites correspondent aux ordonnees Y. Alors, en integrant 
I’equation (5o) a partir de j = on trouvera 


t 0 J ) S Sq - 

puis, en prenant y = Y, 

(02) S — 

On trouvera en particulier 
(33) S-s, 


=x 


cosecT dy^ 



Y 

CO seer dy. 


cosec rc//, 


si les differences S — Sg, Y — sont des quantites de memo signe, et 
(34) S—Sg — —f coskCT df, 


si les memes differences sont des quantites de signes contraircs. Ajou- 
tons quo, si la courbe donnee est plane, on aura, en considerant 
I’abscissc x comme variable independante. 


(35) 


cosecT = 



J 



Par suite, en supposant Pare 5(, reduit a zero, et les quantites s, y — 
affectces du m^me signe, on tirera de I’equation (5i) 

(56) + 

Pour montrer une application de la formule (56), supposons que 
Parc ^ se compte, a partir de Porigine des coordonnees, sur la branche 
de cycloide engendree par un cercle dont le rayon est R, et representee 
■par Pequation 

~~~ 

x = Rare cos — 


(57) 
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i = (2Rr r-r$=-- = 2(2R)^[(2Rf- (2R -yfl, 

Jo /2R— j 


(39) 

ot, par suite, 

(60) 


4R —S=z 2y;'2R(2R — J). 


Cette derniere equation determine I’arcs do la cyclokle en fonctioii dc* 
I’ordonneey, taut que Fextremite de cet arc demeure comprise entre 
I’origine et le sommet de la premiere branche. Si Ton veut que I’extre- 
mite de Fare s coincide avec lo sommet dont il s’agit, il faudra prendre 
y = 2R, et la formule (Go) donnera 4 R pour la valeur de la variable .1. 
Lo double de cette valeur, ou 8R, sera la longueur d’une branche 
quelconque de lacycloide, e’est-a-dire de Fare renferme entre deux 
points dc rebroussement consecutifs. 

Il serait facile cFetablir directement la formule (60) en s’appuyant 
sur les proprietes connues de la cycloide. En effet, concevons que 
Fon fasse rouler a la fois sur Faxe des x, et sur une parallele a cet axe 
meneeparle sommet de la cycloide, deux cercles decrits avec des rayons 
egaux, et qui touchent constamment au meme point la parallMe dont 
il s’agit. Pendant que Fextremite de. Fun des rayons du premier cercle 
decrira la cycloide proposee , Fextremite d’un rayon parallele , partant 
du centre du second cercle, mais dirige en sens inverse, decrira une 
seconde cycloide qui sera la developpante de la premiere {voir la 
septieme Legon, Tome I). Cela pose, soient x, y les coordonnees d’un 
point situe sur la cycloide proposee, entre Forigine et le sommet de la 
premiere branche. Soient de plus v] les coordonnees d’un point cor- 
respondant situe sur la seconde cycloide, s Fare de la premiere compris 
entre Forigine et le point {x,y'), et p la distance de ce dernier point 
au point (?, tq). La distance p exprimera, non seulement le rayon de 
courbure de la cycloide developpante correspondant au point {\, yj), 
mais encore Fare de la cycloide developpee compris entre le point {x, y) 

OEuvres de C. — S. Il, t. V. 53 
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pt le sommetdo la premiere branchc. Par suite on aura evidemment, si 
Ic point {x, y) so confond avec I’originc, 

(61) s = o, p33 4II; 

si le point (x,y) se confond avec Ic sommet do la premiere branchc', 

(62) S=:^ 4 R> P = o; 
et en general 

(63) 4R— 5 = p. 

Ajoutons que le rayon de courbure p, etant divise en deux parties egales 
par la base de la seconde eyeJoide, sera egal au double do la cordc' 
comprise dans le cercle generateur de la premiere entre le point (x, r) 
et rextremite superieure du diametre parallMe a I’axe des j. Done, 
puisque cette memo corde est une moyenne geometrique entre le dia- 
in^re 2R et sa partie superieure 2R — y, on aura 

(64) p = oV'’ 2R(2R — j). 

Or, des formules ( 63 ) et ( 64 ) combinees entre elles on deduit imme- 
diatement I’equation (60). 

Si Ton echangeait I’uii contre I’autre les axes des x et des y, I’equa- 
tion (60) se trouverait remplacee par la suivantc : 

(65) 4R — s = 2v/2R(2R-a;). 

On demontre facilement a I’aide de cette derniere quelqucs proprietes 
remarquablcs que la Mecanique a fait decouvrir dans la cycloide. 

Les formules (4) et ( 5 ) deviendraient Tune etrautre inexactes si Ton 
ne pouvait passer du point (P) au point (Q), en suivant la courbe 
donnee, sans faire tantot croitre et tantot decroitre I’abscissc x. Conce- 
vons, pour fixer les idees, que 

^ in— 19 

designent de nouvelles valeurs de I’arc s tellement choisies que les 
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quantites 

(66) 50, •••» 5/H — 1 J 5//M S 

torment une suite croissante ou decroissante. Supposons cl’ailleurs que 
I’abscisse x croisse ou decroisse constamment, pendant quo le point 
mobile (/?) passe de I’extremite (P) de Pares,, a I’extremite de I’arcs,, 
ou do I’extremite de Tareks, a I’extremite de Parcs,, ou de Pextremite 
dcl’arcs, aPextremite de Parcs,, etc., ou enfin de Pextremite de Parc S„, 
a Pextremite (Q) de Parc S. Alors on ne pourraplus calculer imme- 
diatement la valeur de la difference S — s,, a Paide de la formule (4)> 
ni a Paide de la formule (5); mais on pourra evidemment determiner, 
par une formule toutc pareille, chacune des differences 

(67) S, S,j, So S,, S, S,, S S;„, 

ot il no restcra plus qu’a les ajouter les unes aux autres pour obtenir la 
valeur do S — s^, et par suite la longueur de Parc PQ. 

Si Pon voulait appliquer a la determination de Parc PQ des for- 
mules scmblables, non plus aux equations (/i) ct (5), mais aux equa- 
tions (53) et ( 54 ), alors il faudrait choisir les arcs s^, s,, s„^ 

ci-dcssus mentionnes, de maniere que Pordonnee j fut constamment 
croissante ou constamment decroissante, tandis que le point mobile {p) 
passerait de Pextremite de Parc s, a Pcxtremitd de Parc s, , ou de Pextre- 
mite de Parc s, a Pextremite de Parc s,, etc., ou enfin de Pextremite de 
Parc s,„ a Pextremite de Parc S. 

Concevons, par exemple, qu’il s’agisse d’evaluer Parc S compris 
entre Porigine et un point quelconque de la cycloide representee par 
Pequation 

( 68 ) .r = arc cos ^ r " " )) ~ ~ 

dans laquelle le radical doit 6tre affecte du signe ou du signe — 
suivant quo Pangle co determine par la formule 


(69) 


w = arc cos 
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a pour sinus unc quantite negative ou positive (?w la deuxieme Le<,‘on 
du Toiue I). Supposons d’ailleurs I’arc S positif, ot dosi- 

gnons par X, Y les coordonnecs de I’extremite do co dernier arc. On 
prendra pour extremites dcs arcs s,, s^, .... les sommets ct les 
points de rebroussement de la cycloide compris entre I’origine el le 
point (X, Y), puis, en appliquant les formules (53) et (54) a la deter- 
mination des differences (67), on obtiendra les resultats que nous 
allons indiquer. 

D’abord il est clair que chacun des arcs 




sera compris entre deux points correspondant I’un a I’ordonnee v = o, 
I’autre a I’ordonnee y = 2R, tandis que I’arc 


sera compris entre un point correspondant a Tune de cos deux ordnn- 
nees et le point (X, Y). De plus, on tirera de la formule (G8) 


(70} dx =.±1 -—^==-dy, y = ±:i/~ — •- 


, / 2 II 

cosecT = 1 / — n 

\/ 3 It — y 


(iela pose, si Ton admet, pour fixer les idees, que la quantite S soil 
positive, on tirera de la formule (53) 

n 2 R / I J 

(71) Siz=s, — Si=Ss — Si=...—J^ y — 

et de la formule (54) 

(72; S,_ — Si=Si—Si=Se~S, = ...= -J — 4R. 


Quant a la valeur de S~s,„, qui devra etre determinee par la for- 
nuile (53) si m est un nombre pair, et par la forniule (54) si m est un 
nombre impair, elle sera, dans le premier cas, 

r ^ / — Tr — 

y/ = — 2^/211(2 It — y), 


( 73 ) 
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et dans le second 


/ 2R 


-xym 


- dy — 2\/2R(2K — j). 


Si maintenant on ajoute les uns anx autres les arcs 

^3 *^23 • - ■ » S S/iii 

on trouvera, pour des valeurs paires do m, 

( 75 ) S = 4 ( w -t- i)R -- 2V^2R(2R — /), 
ct pour des valeurs impaires de m, 

(76) S=; 4 »jR+ 2V'^2R(2R — J); 
ce qu’il etait facile de prevoir. 

Lorsque les integralcs comprises dans les formulos generales que 
nous avons etabliesne peuvent s’obtenir en termes finis, il faut, comme 
nous I’avons deja dit, recourir a des methodes d’approximation. L’une 
(les plus simples consiste a developper 

SeCT=: ou cos6ct = y / 1 4- ^ 

en une serie convergente dont chaque terme, multiplie par dx ou par dy, 
devienne immediatement integrable. On y parvient, dans plusieurs cas, 
en faisant usage de l!une des deux formules 


(77) cosecT = (i + y'-)“ = n — y 


n • v'* - 


(78) cosecT — -H ^ 


i{i\'_hi( 2 y 1.1.3 / 1 

2.4 V/j 2.4.6 Vy 


dont la premiere subsiste pour des valeurs dey'® inferieurcs a Tunite, 
et la seconde pour des valeurs de superieures a I’unite. Ainsi, par 
exemple, a I’aide de ces formules, on pourra developper en serie con- 
vergente un arc d’ellipse ou d’hyperbole, pourvu qu’aucun des points 
de la courbe qui correspondent a y'- = i ne se trdiive renferme entre 
les extremites de cet arc. 

Une autre methode a I’aide de laquelle on peut facilement evaluer un 
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arc d’ellipse ou d’hyperbole consiste a developper le second mcinbn' 
de la formule ( 21 ) ou (3o) suivant les puissances ascendantos ou 
descendantes de I’excentricite. Supposons d’abord qu’il s’agissc d’eva- 
luer un arc d’ellipse. Si, pour y parvenir, on emploie la formule ( 21 ), 
il est clair que la valeur numerique de x restera toujours inferieurc a 
la constante a. Cela pose, on pourra prendre 

(79) 3L cos o, 

et, en designant par la valeur de ® correspondant a on 

tirera de la formule ( 21 ) 

(80) s — — cos-o do. 

Si maintenant on developpe suivant les puissances ascendantos de £ b* 
radical 

.1 

y/l _ 52 COS^O (l — S- COS'ffl)“, 

on obtiendra I’equation 


(Sr) 




ji — 


£“ COb^O 


I £* 


— j 7- COS^Q 

2 ‘24 


1.3 

2.4 


G 

•g-cos'o — 


1.3.5 

2 . 4.6 ^ 


cos^9 


dont le second membre comprend une seric qiii est toujours conver- 
gente, puisqu’on a, par bypotbese, £<i; et Ton trouvera, par suilo. 


(82) 


: = (p)H <35/ 


I ] 3 £fi 

- 7- « / cos'*© H ^ -raj COS' 

" ^ 4 2-4 0 4 


On a d’ailleurs generalement 


cos® = - (e9v/-‘+ 


et Ton en conclut, en designant par n un nombro entier quelconque, 
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i 23 


( 83 ) 


COS^'* O - 


2 71 


cos 2 719 H COS(2/i — 2)9 


27i(27l — l) . . I 

-COS(2/^ — [\)0 


1.2 


1. 2, 3. ..27? 

2 (I.2...7?)(r.2...7?) 


puis, on multipliant par do, et integrant a partir de 0 = 


( 84 ) 


cos-'*o do 



sin 2 710 — sin 2 71 Oq 

272 


2 7? sin(2 72 — 2)0 — sin(2 72 — 2)0o 
I 211—2 


T. 2 . 3 . ..2 7 ? 


( 0 


2 (1. 2.. . 71 ) (r.2...72 ) ' ' 



11 resulte de la derniere formule qu’on pout exprimer on termos finis 
chacune dos integralos comprises dans le second membre de Tequa- 
tion (62). Done cette^uationdonnera pour valour de Tarc^ la somme 
d’une serie convergente dont il sera facile de calculer chaque torme. 

II est bon d’observer qiie, dans les formules prkedentes, Tangle 9, 
determine par Tequation 

COSO =: —f 


est precisement Tangle compris entre le demi-axe des positives et le 
rayon vecteur mene de Torigine au point ou Tordonnee correspondant 
a Tabscissc cc rencontre la circonference du cercle qui a pour diametre 
le grand axe 2a de Tellipse proposee. 

Si Ton voulait rendre Tare s equivalent au quart du perimMre de 
Tellipse, il faudrait supposerTintegrale qui, dans la formule (21), re- 
presente ce meme arc, prise entre les limites 0 et <2 de la variable cc, 

auxquelles correspondent les limites ~ et 0 de la variable 9. Alors 
on tirerait de Tequation ( 84 ) 

I cos-'* 0 dep — I cos®" 9 d^ 

2 

__ I 1.2.3. ..271 TT _ 1.2.3. ..27? TT , 

2-^* (I.2.. ./?)(l..2...7?) 2 ” ( 2 . 4 . . .27?) ( 2 . 4 * « *27?) 2 ’ 
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ou plus simplement 


(85) 



j . 3 . 5 . . . ( 2 /^ — I ) 
2 . 4 - 6 . . . 2 


TT 


2 


Ell consequence, les equations (82) et ( 84 ) donneraicnt 



Done, si Ton designe par P le perimetre de Tellipse, on aura non 
seulement 

7 C 

(87) 'Pr-^aj \/ 1 — cos^9 do, 

Jq 

mais encore 


<ss, ^ -(i.;- 1 1 


Lorsque I’ellipsc se change en un ccrcle decrit du rayon R, on a 
£ = o, a = R, et I’equation (88) donne, comme on devait Ic prevoir, 

P=: 27 rR. 


Ajoutons que Ics differents produits renfermes entre parentheses dans 
le second membre do cette equation sont precisement Ics differents 
termes dont se compose le developpement de (i — e) % attendu qiu* 
Ton a generalement (cn vertu de la formule du binomc) 


(89) 


(i — £) ■=' + -s-t- 7®'-+ 
2 2.4 


1.3.5 

2.4.6‘ 


»-3-5.7 .. 

2. 4. 6. 8' 


Supposons maintenant qu’il s’agisse de calculer un arc d’hyperbole. 
Si, pour y parvenir, on emploie la formula (3o), il est clair quo. la 
valeur numerique de x restera toujours superieure a la constantc a. 
Cela pose, on pourra prendre 

a ^ 

COS<fi’ 


(90) 


X 
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et, en designant par la valeur de s correspondant a x = cc„, on 
tirera de la formule (3o) 


(90 



Si maintenant on developpe la fraction 


— COS^9 £ 


COSTCO 


£ / cos-q V- 

cos- o\ £“ / 


suivant les puissances descendantes de z, on obtiendra I’equation 


(93) 


— cos^<p 

COS^ CD 


£ III , I.D I 

: ^ COS^Cp COS^cp 

COS^Cp 2 c 2 L[£^ * 2.4 6£“ 


1.3. 5 I 


2.4.6 Se 


^ COS'^CD — . 


clont le second membre comprend une serie toujours convergente, 
attendu qu’on a, dans I’hyperbole, £>i. On trouvera, par suite. 


(93) 


I i=:a£(tangop~taag9o) “ ^(9“ ^ cos^odo 

1.3 a , j t.3.5 a , 

75-1/ cos* 9 < 3 !f 7-50-^ cos'Gdo — 

2-4 6£“J^^ ^ ^ 2.4.6 8s‘J^^ ‘ ‘ 


Or, il resulte de la formule (84) qu’on peut exprimer en termes finis 
chacune des integrales comprises dans le second membre de I’equa- 
tion (93). Done cette equation donnera pour valeur de s la somme d’une 
serie convergente dont il sera facile de calculer chaque terme. Si Ton 
fait coincider I’origine de I’arc s avec le sommet de I’hyperbole corres- 
pondant a I’abscisse x = a, on devra supposer <5)5 = 0, et la for- 
mule (93) se reduira simplement a la suivante : 


(94) 


( a i a , , 

1 )f = a£tangcp — — <p — cos^ept^G 

[.3 . j 1.3.5 a , , 

-MbWo 


Il est bon d’observer que, dans les formules precedentes, Tangle ©, 

OEavres de C. — S. 11, t. V. 64 
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determine par I’equation 


COSffl = - J 
' X 


est precisement Tangle compris entre le demi-axe des x positives et le 
rayon vecteur mene de Torigine au point oil le cercle qui a pour dia- 
metre Taxe reel ia de Thyperbole proposee so trouve touche par uiie 
droite qui coupe Taxe des x au point dont x est Tabscisse. 

Gomme les asymptotes de Thyperbole (i 8 ) sont representees par 
Tequation 


( 93 ) 


^ _ j! — ^ 

o'- “ ’ 


il est clair que, si Ton nomme r la distance comptee sur unc asymptote 
entre Torigine et un point quelconque correspondant a Tabscisse x. 


on aura 


a"- ' 




et par suite, en supposant x positif, 


(96) 




ae 

cos CP 


Si, de la valeur precedenle de r, on retranche Tare s, determine par la 
formule (94). ayant egard a Tequation 


on trouvera 


I , I — sin© cosep 

tang©= ^ m J , 

cos© cos 9 i-t-sm© 




— s=i as- 


cosy 


a \ a ^ 

— 9 - 7-^ / COS-9 J9 

2 4 eVo 


/ \ ^ ‘ ■ 

1.3 a ^ 1.3.5 a /■? 

Si maintenant on suppose ip = Tequation (97) fournira la valeur 
de r — ^ correspondant a 


cos- 


TT 


X = 
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c’est-a-dire, k tres peu pres, la difference entre deux longueurs tres 
considerables portees, la premiere sur I’asymptote a partir de I’origine, 
la seconde sur I’hyperbole a partir du sommet, de maniere que leurs 
extremites repondent a la meme abscisse. Done, si Ton designe par D 
la difference dont il s’agit, on aura, sans erreur sensible, lorsque x 
acquerra une tres grande valeur, ou, ce qui revient au meme, lorsque 
les extremites des deux longueurs seront deux points tres rapproches 
I’un de I’autre, 


(98) 



On pent encore, dans la determination des arcs d’ellipsc ou d’hy- 
perbole, employer d’autres equations que nous allons faire connaitre. 
On tire evidemment des formules (20) et (29), pour Tune et I’autre 
courbe. 


SeC^T=: 


I 

COS*T 




ot par suite 


(99) 


a-(t — cos’^t) 

I — cos-T ’ 


, asinr , . — E®)cosTc?r 

O! } ax = rt — , 

yl e- cos-T f j — £-cos^t)- 


(100) 


ds =::± SeCT dx ~ zb 


a(i — E^) dr 
(l — COS-t)- 


Cela pose, si Ton admet que, pour des valeurs croissantes de I’incli- 
naison t, I’arc s croisse dans I’ellipse et decroisse dans I’hyperbole, 
et si Ton designe par To I’inclinaison correspondant a I’origine de 
Fare s, on trouvera pour I’ellipse 


(ioi) 

et pour I’hyperbole 



dr 

(1 — COS^t)- 


(102) 


5 = — a{i - 




dr 


■'o (i — e*cos®t)^ 


Les seconds membres des formules (loi) et (io2)peuvent etre, aussi 
bien que ceux des formules (80) et (91), developpes en series conver- 
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gentes ordonnees suivant les puissances ascendantes ou dcscendantes 
de I’excentricite. Si Ton developpc en particulier le second mernbrc d<“ 
la formule (xoi), et si Ton suppose les integrales prises outre los 
limites t = o, t: = on obtiendra une valeur de s egalc au quart du 
perim^tre de I’ellipse, et Ton reconnaitra que Ic perimetrc cnticr P 
peut etre presente sous la forme 

II est facile de s’assurer que cette dernifere valeur do P ne differo pas 
de celle que fournit I’equation (88). 

Lorsque, dans la premiere des equations (99), on remet pour cc sa 
valeur a cos® tiree de la formule (79), on trouve 

(lo4) I — COS*(}) — COS’t - f- e® COS®9 COS^T =: o, 

et par suite, dans le cas oil cos© est positif, 

, sinr 

(100) nns9 = — - 

VI — cos-r 

Cela pose, on aura 

cosy cosr) = rf. -t- , 

Vv/x-s”-cos=ry (,-E=cos-T)“ 

et I’on en conclura 


(l — S®)/ j = S='(COS9COST— COS®oCOSTo) + /" \/l — e^COS^TC^T. 

— e^cos^r)^ ' '^To 

Done Tequation (101) pourra etre ramenee a la forme 
(106) * = «€-(COS 9 COST — COS<PoCOSTo) -H a r \/l — S“ COS*TC?T. 

Cette derniere suppose, comme I’equation (loi), 1: > Alors le produit 
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est evidemment positif et represente, en vertu de la formulc (8o), I’arc 
renferme entre les points de I’ellipse qui ont pour abscisses les deux 
quantites acos'c, acosT^,. Done, si Ton designe cet arc par?, on aura 

S = a!£^(COS© COST — COSipo COSTo) + 

on, ce qui revient au meme, 

(107 ) S~q = ai^ (cos ©COST — COSipo COSTo ). 

Si, pour plus de commodite, on appelait I et les abscisses de I’extre- 
mite de I’arc ?, on aurait simplement 


Ainsi I' on peut evaluer en termes finis la difference qui exisle entre deux 
arcs d’ ellipse tellement choisis que les inclinaisons des tangentes menees 
par les deux extremites de Vun de ces arcs soient respecticement egales 
aux inclinaisons des deux rayons vecteurs mends du centre de I’ellipse 
aux points ou la circonfdrence de cercle decrite sur le grand axe comme 
diamdtre est coupee par les ordonnees qui renferment les extremites du 
second arc. 

Lorsqu’on suppose % = o, on a evidemment | et ir^ = o. Alors 
I’equation (108) se reduit a 



et la proposition qu’elle renferme coincide avec un theoreme decouvert 
par un geometre italien, le comte de Fagnano. Observons d’ailleurs 
que, dans tons les cas, les abscisses a? et ^ relatives aux extremites des 
arcs ^ et ? doivent verifier la condition 

(no) = 

que I’on deduit immediatement de la formule (io4), en y remplagant 

X . ^ 

cosf par - et cost par 

Nous etablirons, en finissant, une proposition qui peut etre utile 
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dans la recherche de la valeur approchee d’un arc de courbe, ct qu<' 
I’oii pent enoncer commc il suit : 

Theoreme II. — Lorsquun arc de courbe n esl rencontre qiieii tin seal 
point par chacun des plans perpendiculaires a un aoce donne, le rapport 
enlre cet arc et sa projection sur V acre dont U s a git est une moyenne 
entre les secantes des dwej'ses inclinaisons de V ai'c par rapport a ce 
mime aace. 

Demonstration. — En effet, si Ton prend I’axe donne pour ax(» 
des Tare s que I’on considere sera determine par I’equation ( 7 ), 
pourvu que I’on nomme X les abscisses des points extremes, et 
rinclinaison correspondant au point mobile dont Tabscissc est ac. Or, 
si 1 on a egard a la formule (i4) de la vingt-troisieme LcQon de Calcul 
infinitesimal, on tirera de Tequation ( 7 ) 

(m) S=: (X-^.ro)secT, 

T designant une moyenne entre les diverses valeurs de I’inclinaison 
et il esl clair que la formule entraine le theoi*enie II. 
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BEUXIEME LECON 


QUADRATURE DES SURFACES PLAXES. 


Considerons unc courbe plane dont I’equation en coordoiinees rec- 
tangulaires se presente sous la forme 

(0 /=/(«)• 

Soient(P) et (Q) deux points fixes de cette courbe, qui repondent, le 
premier a I’abscisse le second a I’abscisse X. Soit, de plus, {p) le 
point mobile dont x est I’abscisse; et cherchons I’aire comprise entre 
la courbe, I’axe des x et les deux ordonnees correspondant aux deux 
abscisses x^, x. Cette aire sera une fonction de x, que nous designe- 
rons par u, et qui s’evanouira pour x = Xo. De plus, si I’on suppose 
x'^Xg, et si I’on nomme Aa; un accroissement positif, mais tres petit, 
attribue a la variable x, I’accroissement correspondant de la fonction u, 
ou Am, representera I’^lement de surface renferme entre la courbe, 
I’axe des x et les deux ordonnees f{x),f{x -h Aa?). Celapose, soit (y) 
le point de la courbe qui repond a I’abscisse x -i- Aa;. L’ordonnee d’un 
point quelconque de I’arc pq sera evidemment de la forme /(a; + 0 Aa;), 
0 designant un nombre inferieur a I’unite. Par suite, les ordonnees des 
deux points situes sur le meme arc, I’un a la plus petite distance de 
I’axe des a?, I’autre a la plus grande, seront de la forme 

(2) /(a: + 0iAa:), /(aJ + SjAa;), 

04, 02 etant des nom'bres inferieurs a I’unite. Or, les valeurs numeriques 
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de ces ordonnees representeront evidemment les hauteurs des rec- 
tangles inscrits et circonscrits a I’element de surface Am, tandis quo 
les aires de ces rectangles seront mesurees par les valeurs numeriques 
des produits 

(3) ^ss/{^c -hdiikoi), Ax/{x + 6i^x). 

Done, si Ton emploie la notation 

M ( a, a', a", . . . ) 

pour designer une moyenne entre plusieurs quantites a, a', a" {voir 
V Analyse algebrique, p. 29) (*), on aura 

(4) A« =±M[Aa: f{x + 9i Aa;), Ax f{x ■+■ Aa;)], 


ou, ce qui revient au meine, 

(5) || =±M[/(a;-h0i Aa;),/(a;-(-0j Aa;)]; 


puis, en faisant converger Aajvers la limite zero, on en conclura 

(6) ^=±f{x)=±y, 
etpar consequent 

(7) du=dzy dx. 


Si maintenant on integre I’equation (7)3 partir de a; = on trouvera 


.( 8 ) 



puis, en designant par U la valeur de u correspondant a a; = X, 


(9) 


Urri 



La fonction u croissant par hypothese avec I’abscisse x, il faudra evi- 
demment, dans les seconds membres des formulcs precedentes, reduire 
le double signe au signe lorsque I’ordonnee y = /(a;) sera positive. 


(^) OEwres de Cauchy, S. II, T. III. 
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ot au signe — , dans le cas contraire. Dans le premier cas, les equa- 
tions (8) et (g) donneront 

(10) “~ / 

(11) U=f\d^. 

Appliquons maintenant la formula (lo) a quelques exemples. 

Exemple I. — Si la courbe proposee coincide avec la circonference 
de cercle decrite du rayon R, et representee par I’equation 

(12) R®, 

on trouvera, pour la valeur positive de y, 

(13) J = 

et, par suite, la formule (lo) donnera 


(i4) 


u— r v'^R® — oD^ dx. 


Pour determiner la valeur de I’integrale qui precWe, on posera 


R2 


v/R ’^ — toe OU 

I -h 

et Ton en conclura 

j * — x'^ dx = j' tx dx — ^ tx^ — i X- dt — ^ lx '*- — ~ ^ 

— - lx- — arc tang^ -h const. 

2 2 ^ 

, , T i/pa ^2 

= -x\Ji\:^ — x'^ R^ arc tang h const. 

Si maintenant on pose, pour plus de simplicite, = o, on tirera de 
la formule (i4)» attribuant a la variable x une valeur positive. 


(i5) 


[ « =: d .r y/R^— ^R* — arclang- ^ 

= - a? y/R^ — -t- - R* are tang , _-5 

3 2 y/RS— 


OEuvres de C. — S. II, t. V. 


DO 
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oil, ce qui revicnt au meme, 

II 00 

(i6) « = -«/-(- -R’ arc tang-- 

II est facile de verifier dircctement I’equation (i6)- En effet, dans !(> 
cercle represente par I’equation (la), Tangle compris entre !(> rayon 
dirige dans le sens des positives et le rayon mene du centre au point 
(x, j) a pour mesure Texpression arc tang^- Done Tare de cercle el 
ie secteur circulaire qui correspondent a ce meme angle sont equi- 
valents aux produits 


Rare tang 


X 
— ? 
y 


I iiC T tV 

- R .R arc tang— — - R® arc tang ■ 


Or, si a Taire du secteur on ajoute celle du triangle rectangle construil 
avec Tabscisse x et Tordonneey, e’est-a-dire le produit^a:/, il esl 
clair qu’on obtiendra pour somme la surface u comprise entre Tare de 
cercle, Taxe des x, Taxe dcs y et Tordonnec v. 

Si, dans la formule (i6), on suppose cc = R, il faudra suppds(‘r en 
meme temps j = o, et la valeur de u, reduite a 


{'7,1 



representera la surface du quart de cercle. Done la surface du cercle 
entier aura pour mesure le produit 

(i8) ttRS 


ainsi qu’on le demontre en geometrie. 

Example II. — Considerons Tellipse construite avec les axes 2 a, 'ib, 
et representee par Tequation 


On trouvera, pour la valeur positive de y, 
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(21) 


b c"" / 

II — -- I ya? — x- ax. 

“•/x. 


Or, on comparant cette derniere a I’equation (14)5 on reconnait imme- 
diatement que I’airo comprise enti’e I’ellipse proposee, I’axe des x et 
deux ordonnees correspondant aux abscisses x„, x, cst le produit du 
rapport - par I’aire qu’on obticndrait en substituant a Pellipse une 
circonference decrite sur I’axe la comme diametre. Si Ton pose, pour 
plus de simplicite, --- o, et I’abscisse x positive, I’aire comprise 
entrc 1 axe des x et la circonference dont il s*agit sera, en vertu de la 
Ibrmule (i 5 ), 

(22) 

On aura done 


--xya- — x ^-\ — a- arc tang 

2 2 ®,/^2 


cc 


\fa'— 00- 


X 


^ --x\ja'^ — x--\- arc tang 

ou, ce qui revient an meme, 

( 24 ) 


I I , hx 

« — ~ xy^ - ab arc tans: 

2-^2 ^ ay 


Si, de la surface m, on retranche la surface du triangle rectangle construi t 
sur I’abscisse x et I’ordonnee y, e’est-a-dire le produit -xy, le reste, 
savoir, 

(S) 


( 25 ) 


1 , ^ bx 

- ab arc tang — 

2 


OU 


- ab arc tang 
2 


}■) 


representera evidemment le secteur elliptique compris entre le rayon 
dirige dans le sens des y positives etle rayon mene du centre au point 
{x, y). Ajoutons que la surface du quart de I’ellipse sera la valeur de u 
ou de I’expression (20), correspondant a x = a, y z= o. Done cette 
surface aura pour produit 



9 
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et celle dc I’ellipse entiere sera 


Exemple III. — Considerons I’hyperbole representee par I’une d('s 
equations 

(«7) 5-5 ?='- 

a b etant deux quantites positives. On trouvera, pour la valour 
positive de 

(29) 


Par suite, la formule (10) donnera 


^ 

u — —f \J dx. 


Pour determiner la valour de I’integrale qiii preckle, on fera 


a-==: ^07, ^- — ±—2^ — 5? 

1 — r- 


et Ton en conclura 


^ dxz=: J tx dx =z ^^Jx^dtzu^ tx’^zj;! ~ a^J — 


2 ^8 \i — t 


— Y i 27 " — Q M 7~~ : — ■ ) “H consU 

^ s — y/^^qp / 

Si Ton considere en particulier I’hyperbole (27), dont I’axe reel e.st 2«, 
et si Ton pose = a, en attribuant a a;une valeur positive, on tircra 
de I’equation (3o) 

(3i) u—^-xs/x^—a^ — jab I ^ V 

2a V 4 \x-Jx^::r^J 
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ou, ce qui revient au meme, 



Telle est la valeur de I’aire comprise entre I’axe des abscisses, I’ordon- 
nee y et Tare d’hyperbole dont les deux extremites coincident, d’une 
part, avec le sommet de la courbe correspondant k x = a, dc I’autre, 
avec le point {x, y). Si Ton retranche cette aire de la surface du triangle 
rectangle construit avec les coordonnees x, y, le reste, savoir. 


( 33 ) 



representera le secteur hyperbolique compris entre le rayon dirige dans 
le sens des x positives et le rayon mene du centre au point (x. y). 
Dans le cas ou ce dernier point s’eloigne a une distance infinie de 
I’origine des coordonnees, I’expression (33) ou la surface du secteur 
devient elle-mSme infinie. Ajoutons que, si Ton designe par •/) les 
coordonnees de I’asymptote qui s’approche indefiniment de I’hyperbole 
prolongee du cote des a; et j positives, on aura 


Done, en supposant v] =y, on trouvera 

Z—'i 

b a’ 

et Ton reduira I’expression (33) ou la surface du secteur hyperbolique 
a la forme 



Done cette surface est equivalente, au signe pres, a la moitie du produit 
des demi-axes a et b par le logarithme hyperbolique du rapport quon 
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obtienl en comparant a la moitie a de I’ axe reel la longueur x — \ 
comptee, sur une parallMe a cet axe, entre la courbe et son asymptote. 
Si Ton considerait une hyperbole equilatere represcntee par I’equation 

(36) 

la surface du secteur hyperbolique, ou I’expression (33), sc reduirait ii 



Si la meme hyperbole etait rapportee non plus a ses axes, inais a sos 
asymptotes, son ^uation deviendrait 

(38) = ou 7 = 

et Ton tirerait de I’equation (lo) 

(39) „ = iR.£^ = iR=;(|). 

Exemple HI. — Si Ton considerc la parabolc rcpresenteo par 
I’equation 

( 4 °) y- — -ipx, 

la valeur positive de y sera 

(41) y=z{2pYx^-, 

et Ton tirera de I’equation (lo), en supposant, pour abreger, = o, 

( 42 ) U—(2p)-j^ x“- dx = ^{2pYx'‘, 

OU, ce qui revient au meme, 

( 43 ) ~ 5 

Ainsi, I aire comprise entre I’axe de la parabole, un arc de cette courbe 
qui a le sommet pour origine, et une coordonnee perpendiculaire d U axe, 
est egale aux deux tiers de la surface du rectangle circoTiscrit. On peut 
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en conclure immediatement que Uaire comprise entre Varc de la para- 
bole, la tangente menee par le sommet, et une droite parallele a Vaxe, a 
pour mesure le tiers de la surface du rectangle dont il s\igit. 

Exemple IV, — Si ]’on considere la courbe ropresentee par requation 
( W ) y — Ao?^, 

A et a etant deux constaiites reelles, on tirera de la formulc (10), en 
supposant, pour abreger, = o, 

( 45 ) u — k f dx — 

u'o Cl i 

ou, ce qui revient au memo, 

( 46 ) «=-^. 

CL —(- I 

Si 1 on suppose la constaiit'e a positive, I’equation (44) repr^sentera 
une parabole du degre a, dans laquelle le sommet ou le point d’in- 
flexion coincidera precisement avec I’origine et la tangente menee par 
le sommet avec I’axe des x, ou avec I’axe des j, suivant que Ton aura 
a'^i ou a<(t. Cela pose, on deduira de la formule (46) les deux 
propositions suivantes ; 

Dans touts parabole dont le degre surpasse V unite, la surface comprise 
entre un arc compte a, partir du sommet ou du point d’inflexion , la 
tangente mends par ce point, et une droite perpendiculaire a cette tan- 
gents, est a la surface du rectangle circonsorit comme V unite au nombre 
1 H— a» 

Dans touts parabole dont le degre a rests infdrieur d Vunitd, la sur- 
face comprise entre un arc compte a, partir du sommet ou du point d’ in- 
flexion, la tangente menee par ce sommet, et une droite perpendiculaire 
a cette tangente, est a la surface du rectangle circonscrit comme le 
nombre a au nombre a + i . 

Si Ton supposait a = 2, la courbe (44) deviendrait une paraboie au 
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secoad degre, et la formule (46), reduite a 

(47) 

exprimerait la proposition enoncee a la fin do I’exemple III. 

Si Ton supposait a = i, la courbe (44) se changerait cn une droite 
passant par I’origine, et la formule (46), reduite a 

indiquerait que I’aire du triangle construit avec I’abscisse x et I’or- 
donnee y est la moitie de I’aire du rectangle qui a la memo base et la 
meme hauteur. 

■ Example V. — Si Ton considere la logarithmi'que representee par 
I’equation 

( 48 ) y = alx, 

dans laquelle a designe une constante positive, on tirera do la for- 
mule (lo), en supposant = i et a? > i , 

(Ig) u=aj^ Ixdx. 

D’ailleurs on trouvera, en integrant par parties, 

j lxdx = xlx —jdx — xlx — x-yc.m\s,X,. 

On aura done 

(5o) u — a{_xlx — X ~^i). 

Telle est la surface comprise entre un arc de logarithmique compte 
d partir du point oil cette courbe coupe I’axe des abscisses, ce meme 
axe, et I’ordonnee correspondant a Fabscisse a?. Si le point {x,y) 
s’eloigne a une distance infinie de I’origine, la surface dont il s’agit 
deviendra elle-meme infinie. 

Si I’on voulait determiner I’aire comprise entre le demi-axe des y 
negatives, la partie de la logarithmique qui a ce demi-axe pour asymp- 
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tote et 1 axe des a?, il faudrait recourir a Tequation (9), reduire, dans 
cettc equation, le double signe qui affecte le second membre au signe — , 
et poser en outre = 0, X = i. En operant ainsi, et observant que 
le produit xlx % evanouit avec la variable a?, conformement a la re- 
marque faite dans la septieme Le^on de Calcul infinitesimal, on trouvera> 
pour valeur de Taire demandee, 

Jr* ^ 

^ lxdx=z a. 

0 

Cette aire n estdonc pas infinie, comme la surface renfermee entre une 
hyperbole et son asymptote; mais elle est equivalente au nombre a, 
c est-a-dire que ce nombre represente la limite vers laquelle converge 
sans cesse 1 aire comprise entre Taxe des x, la logarithmique prolongee 
du cote des y negatives, et une ordonnee de la meme courbe, tandis 
que cette ordonnee s'approche indefmiment de I’axe des 

Si Tequation de la logarithmique etait presentee sous la forme 

X 

(62) y — e"^ 

on tirerait de la formule (lo) 

px X / X 

(53) ur=z j e‘'dx — a\e^ — e" /. 


En prenant, dans I’equation precedente, pour limites de I’integration, 
*»o = — «=> a7o = o, on reduirait la fonction u a I’aire U determinee 
par la formule (Si). 

Example VJ. — Si, en supposant la constante a positive, on consi- 
dere la chainette representee par I’equation 


( 54 ) 


y = a- 


e“- 


et si Ton fait, pour abreger, X(,= o, on tirera de la formule (to) 


(55) 



e 


X 
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Telle est la surface comprise entre I’axe des abscisses, la cliainette et 
les deux ordonnees a, y correspondant aux deux variables o et x. 
D’ailleurs, si Ton designe par ^ I’arc renferme entre ces deux ordonnees, 
on aura {voir la premiere Le^on) 



Par consequent, la formule ( 55 ) donnera 
(07) u = as. 

Done Vaire comprise entre I’ arc des abscisses, I- arc s comple sur la chai- 
nette d parlir du point le plus has, et les deux ordonnees extremes de 
cel arc, est equivalente a raibe du rectangle qui aurait pour base I’arc s, 
et pour hauteur Vordonnee du point le plus bos. 

Dans plusieurs cas, on facilite revaluation des aires m et U en rem- 
plaeant, dans les formules (8), (9), (10) et (i i), la variable x par une 
autre variable. Goncevons, pour fixer les idees, que I’aire u soit com- 
prise entre I’axe des x et la cycloide decrite par un cerclc dont le rayon 
est R, et representee par les equations 

( 58 ) ' a;=R(u — sinw), 7^ = R(i — cosw) 

que nous avons obtenues dans la seconde Legon du Tome I. On aura 

djcz::zy dcxi, 

et I’on tirera de I’equation (ri), en designant par co„ la valeur de co 
correspondant '& x = Xa, 

(59) u= = (i— cosw)®^^. 

*^COo ^ Wo 

Si Ton veut que I’aire u commence a I’origine des coordonnees, il 
faudra poser <1)0 = o, et la formule (59) donnera 

(i — cosu)^ d(o~Br I (i — 2 cosw -h cos^od) 



CALCUL INTEGRAL. 


443 


On a d’ailleurs 


cos^u = 


I C0S2 w 


On trouvera, par suite, 

(|| ~ 2 COSU + ^C0S2M^ i/u, 

ou, ce qui revient au meme, 


« — R-“ w — 2 sinw 4- ^ sinau^ 

Corome, dans les equations precedentes, co represente I’angle que decrit 
en tournant le rayon du cercle generateur de la cycloide, il est clair 
qu’il suffira de poser o> = 2t: pour deduire de la formule (62) I’aire 
comprise entre I’axe des a? et la premiere branche de cycloide. Done, 
si I’on designe par U cettc aire, on aura 

(®3) U = 37tR^. 


On pent done affirmer que /'aire comprise entre la base d’un cycloide et 
Vune des branches de cette courbe est equivalente au triple de la surface 
du cercle generateur, 

Concevons a present que u designe I’aire comprise, d’une part, entre 
deux courbes planes representees par les equations 

(6^) y= f(a^), 

(65) 

et, d’autre part, entre les ordonnees correspondant aux abscisses a;o, x. 
Si Ton attribue a I’abscisse x un accroissement tr6s petit Aa;, I’aire u 
recexra un accroissement analogue represente par Au. Cela pose, 
soient (p), (^q') les deux points de la courbe ( 64 ), et (r), (j) les deux 
points de la courbe (65) qui repondent aux abscisses x, a^ + A-r. 
Admettons d’ailleurs que, pour ces memes abscisses et pour toutes les 
abscisses intermediaires, la difference 

(66) F(®) — 1(®) 

reste positive. Enfin designons par 0 et © deux nombres variables, mais 
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renfermes entre les limites o et i. Les ordonnees dc deux points choisis 
arbitrairement sur les arcs pq, rs, pourront etrc represen tecs par 

(67) t(x + dAx), F(JJ + ©A^), 

et si Ton nomme a Taire du rectangle compris, d’unc part, entre les 
paralleles menees par ces deux points a I’axe des cc, d’autrc part, entre 
les ordonnees correspondant aux abscisses x, as -h A.x, on trouvora 

(68) 8 = Aa;[F(.a; + 0 Aa;) — f(a; + 5Aa;)]. 

Or, I’aire a du rectangle sera evidemment superieure a Tairc Am de la 
surface pqrs, si le rectangle est circonscrit a cette noeme surface, c’esl- 
a-dire si les valeurs assignees aux nombres 0 et ® fournissent la plus 
grande valeur possible de I’ordonnee F(a; -t - 0 Aa;), et la plus petite 
valeur possible de I’ordonnee f(a?-H6Aa;). Au contraire, I’airc a de- 
viendra evidemment inferieure a Am, si le rectangle est inscrit a la 
surface, c’est-a-dire si les valeurs assignees aux nombres 0 ct 6 four- 
nissent la plus petite valeur possible de Tordonnee F(a; + 0 Aa;) et la 
plus grande valeur possible de I’ordonnee f(x 0 Ax). Done, pendant 
que Ton fera varier 0 et 0 entre les limites o et i, la difference 

{69) All — 8 3=A« — Aa;[F(x 0 Aa:) — f(.a; -f- 0 Ar)] 

sera tantot positive, tantot negative. II est aise d’en conclurc que, si 
f(a:) et F(a;) representent des fonctions continues de x, on pourra 
choisir les nombres 0 et 0 de maniere a verifier I’equation 

(70) Am = Aa;[F(a; -h 0 Aar) — i{x + B Ax)"]. 

En effet, si la difference (69) obtient une valeur negative dans le cas 
ou I’on a 0 = 00, 0 = 0 o, et une valeur positive dans le cas oil Ton 
a 0 = 0,, 0 = 0,, pour faire passer cette difference de la premiere 
valeur a la seconde, il suSira de poser 

(71) e = e,+ {e,r-e,)t, @=©o-i-( 0 ,-©o)t, 

puisde faire varier i entre les limites t = o, i = i. Or il est clair que 
^’expression (69), se trouvant alors transformee en une fonction con- 
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tinue de t, ne pourra passer du positif au negatif sans devenir nulle 
dans 1 intervalle , pour une valeur de t qui sera comprise entre les 
limites o, i, et a laquelle correspondra une valeur de chacun des 
nombres 6, 0, comprise entre les memes limites. 

L equation (70) etant veriflee, on en tirera, en divisant les deux 
membres par Aa;, 

Si, dans cette derniere formule, on fait converger Aa; vers la limite zero, 
on trouvera 

(73) 

ou, ce qui revient au meme, 

(74) c?«=:;[F(a;) — f(ir)] 

L’equation (74) suppose que, dans le voisinage de I’abscissea;, la diffe- 
rence F(a!) — f(iu) est positive. Si cette condition n’etait pas remplie, 
I’equation (74) devrait 6tre remplacee par la suivante : 

(7^) du'=\i[x) — '£{xy\dx. 

On aura done generalement 

(7®) rf«=:±[F(a?) — i{x)'\dx, 

le double signe devant etre reduit au signe ■+■ ou au signe — , suivant 
que la difference — sera positive ou negative. Si, pour 
abr^ger, on designe par 

(77) /(^) = ±:[F('2:) — f(a5)] 

la valeur numerique de la difference (66), la formule (76) deviendra 

(78) du=f{x)dx, 

et I’on en conclura, en integrant a partir. de a: = 



(79) 
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Enfin, si Ton nonmic U I’aire comprise, cl’iinc part, entrc los 
courbes ( 64 ) et( 65 ), d’autre part, entre les ordonnecs correspondant 
aux abscisses ajj, X, U sera evidemment la valeur do u corrcspondant 
a a: = X, ct Ton aura en consequence 



Les equations (79) et (80) sont entierement semblablcs aux for- 
mules (10) et (u). Seulement, dans ces equations, f{x) ne represonte 
plus I’ordoniiee d’une seule courbe, mais la longueur de la section 
lineaire faite, dans la surface U ou u, par un plan perpendiculairc a I’axe 
des X et corrcspondant a I’abscisse x. Cette longueur cst cc qu’on 
pourrait appeler V ordonnee de la surface u ou U. Elle est toujours equi- 
valente a la valeur numerique de la difference entre les ordonnecs des 
deux courbes qui limitent cette meme surface. 

Si les courbes ( 64 ) et (65) se coupent en deux points differents, ct si 
Ton suppose que, dans laformule (80), a7(,, X representent les abscisses 
de ces memes points, I’aire designee par U sera cclle qui so trouvo 
renfermee entre les deux courbes. II en serait encore de m^me si les 
deux courbes se touchaient aux points qui ont pour abscisses x^ 
et X. Enfin il pourrait arriver que 

y = f(a?), y=F{a;) 

fussent deux valeurs de y tirees d’une seule equation 

(81) S{x,y)z=o 

propre k representer une courbe fermee de toutes parts. Alors, pour 
deduire de la formule (80) la surface limitee par cette courbe, il sufli- 
rait de remplacer x^ et X par la plus petite et la plus grande des 
abscisses qui correspondent aux differents points de la courbe, ou, cc 
qui revient au m6me, par les abscisses des deux points de I’axo des x 
qui comprennent entre eux la projection de la courbe sur cetaxe. Le 
plus ordinairement ces abscisses appartiendront aux points de la courbe 
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oil la tangentft deyient parallMe a I’axe des Neanmoins, le contrairc 
pourrait avoir lieu, si la courbe representee par I’equation (8r) offrait 
des points saillants ou des points de rcbroussement. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d’eta- 
blir, supposons que Ton demande I’aire comprise dans la courbe fermec 
a laquelle appartient I’equation 

(82) + 

m etant un nombre entier quclconque. Cette equation, resolue par 
rapport a I’ordonnee j, fournira deux valeurs de cette ordonnee, savoir 

L -L 

(83) j = — (i — y = (i — 
et la difference entre ces deux valeurs sera 


(84') /(a;) = 2(i — 

De plus, comme on tirera de I’^ttation (82) 



il est clair que la tangente a la courbe deviendra parallele k I’axe des j, 
quand on aura y = 0, et par consequent x~ — \ ou a? = -{- i . II est 
d’ailleurs facile de s’assurer quo les deux valeurs precedentes de 
I’abscisse x sont la plus petite et la plus grande de toutes celles qui 
correspondent aux differents points de la courbe (82). Cela pose, on 
trouvera pour I’aire demandee 

(86) U — 

La valeur precedente de U peut encore etre presentee sous la forme 


j (i — «;-'»)="• 


(87) 


u = 



1 

(l — 


Si I’on suppose en particulier = la courbe (82) se trouvera re- 
duite a un cercle dont le rayon sera I’unite, et Ton aura, comme on 
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devait s’y attendre, 

U = 7r. 


Si, a la courbe ( 82 ), on substitue celle que represente I’equation 


( 88 ) 


5 7M, 2 777 

^2n+l^ySn-l-l— 


alors, en operant toujours de la meme manifere, on trouvera pour I’airc 
comprise dans I’interieur de la courbe 


(89) 


U = 2 



2 /zH-l 
2777 \ 27/7 


Mais, en supposant le nombre m inferieur ou tout au plus egal a / 7 , on 
reconnaitra que les abscisses — i et +1 appartiennent a des points 
de rebroussement de la courbe oil la tangente, au lieu d’etre parallele 
a I’axe des y, devient parallele a I’axe des x. 

Si Ton prenait en particulier /n = i , on tirerait de la formule ( 89 ) 

2/7-H ^ 2 77+1 

( 90 ) 11 = 2 /^ (r — ^ 2 / 7 + 1 ^ d:r = ^r (i — dx, 

t/— 1 Jo 


Pour determiner la valeur precedente de U, il sufBt de poser 
( 91 ) iT 

En effet, on aura par suite 


(92) 


u = 4 ( 2 /i 4- 

= ( 8 /^ 4- 



cos 2 »+ 2 q, sin^^cp do 



cos 2»+2 (p ^ j — cos^<p)" dcp, 


puis, en developpant la puissance (i — cos®(p)", et ayant egard a la 
formule (85) de la premiere Le^on, on trouvera 


( 93 ) 


” i.3.5...(anH-3) 
L2.4.6. . .(27H- 2) 1 2.4.6.. .(2/i 4-4) 


( 


n { n ~ i ) 1 . 3 . 5 . . .(2/1 4 - 5 ) 
1.2 2.4.6 (2«4-6) 




1.2 
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Si Ton supposait a la fois m = i et n = i, I’equation (88) se reduirait a 

1 1 

(94) ' 

ot Ton tirerait de la formule (92) 

'(gS) 11 = 12/" (cos‘!p — cos®o)cf9 = 6 ';r 

II est encore essentiel d’observer que la formule (80) subsiste dans 
le cas m6ine oil chaenne des fonctions f(a;), F(a;) changerait de forme 
avec I’abscisse cc, de maniere a representer successivement, non pas 
I’ordonnee d’une seule courbe, mais les ordonnees de plusieurs courbes 
ou memo de plusieurs droites tracees a la suite les unes des autres 
dans le plan des x, y. Conceyons, pour fixer les idees, que, la fonc- 
tion r(2;) etant I’ordonnee de la parabole representee par I’equation 

( 96 ) yz=i~x^, 

la fonction i{x) sc confonde, pour des valeurs negatives de x, avec 
I’ordonnee de la droite 



et, pour des valours positives dc x, avec I’ordonnee de la droite 

5 

(98) y = 

Alors, on aura, pour a; < o, 

3 

(99) — ~x, 

etpotira7>-o, 

5 

(too) /(.a;) ==i — a?*— ga?. 

De ces deux valeurs de fix') la premiere s’evanouit pour a? = — ^5 et 
la seconds pour ® = |- Cela pose, si Ton veut determiner I’aire com- 
prise, du c6te des ^positives, entre la parabole (,96) et les droites (97)’ 
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i.3.5\_i.3 _3 
V2.4 2.4.6j- 2.4''"8^- 
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(98), il suffira de prendre, dans la formule (80), 


puis d’avoir egard aux equations (99) et (100). En operant de cette 
manifere on trouTera 



et, par consequent, 

{102) u = - 

. 2 


1828 

24 16 3 81 


^ _ 847 
27 1296 


On deduirait avec la meme facilite, de la formule (80), I’aire comprise 
dans un polygone convexe qui aurait pour cotes des portions do droites 
ou meme des arcs de courbes. 

Concevons enfin que la surface U se compose de plusieurs parties 
tellement disposees que la section lineaire faite dans cette surface par 
un plan perpendiculaire a I’axe des x et correspondant a I’abscisso x 
se transforme en un systeme de plusieurs longueurs distinctes repr6- 
sent6es par et comprises, la premiere entre 

deux lignes donates, la seconde entre deux autres lignes, etc. Si Ton 
admettoujours que cette surface soit liinitee, dans Ic sens des x nega- 
tives et dans-le sens des x positives, par les ordonnees qui corres- 
pondent aux abscisses x^ et X, on aura encore 


(80) 

pourvu que Ton prenne 



(io3) 


f{a:) — fi{x) -h . - . . 


La iQ^e remarque s’applique an cas. oil la surface U serait comprise 
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dans une courbe fermee qui se replierait sur elle-meme, de manike 
a etre rencontree en plus de deux points par les ordonnees correspon- 
dant a certaines abscisses. Alors I’equation de la courbe, rkolue par 
rapport a I’ordonnee y, fournirait, pour chaque valeur de as, un nombre 
pair des valeurs rklles de cette ordonnee; et, apres avoir range ces 
valeurs reelles par ordre de grandeur, il sufBrait de retrancher succes- 
sivementla premike dela deuxieme, latroisieme de la quatrieme; etc., 
pour obtenir les quantites ci-dessus designees par ..., 

c’est-a-dire les quantites dont la somme serait precisement la section 
lineaire f{x). 

Aprk avoir explique comment on parvient, dans tous les eas, a 
evaluer la section lineaire faite dans une surface quelconquc par un 
plan perpendiculaire a I’axe des a?, nous allons kablir quelques propo- 
sitions qui sont d’une grande utilite dans la quadrature des surfaces 
planes. 

TiieorMe 1. — Si les sections liniaires fakes, dans deux surfaces 
planes, par un systime de plans paralliles les uns aux autres, sont enire 
elles dans un rapport constant, les deux surfaces seront entre elles dans le 
mime rapport. 

Demonstration. — Supposons les diffkents points de chaque surface 
rapportes a deuxaxesrectangulaires desajety, qui soient comprisdans 
le plan de cette m^ime surface, etdont le second soit de plus renferme 
dans I’Un des plans paralleles que Ton considere. Si Ton nomme /(a?) 
et f(a:) les sections lineaires faites dans les deux surfaces par Tun de 
ces plans, savoir, par celui qui correspond a I’abscisse x, on aura, par 
hypothfese, 

(io4) ^{a:)-=af{x), 

a designant un rapport constant. Soient d’ailleurs et X les limites 
entre lesquelles x doit rester comprise, pour que le plan correspondant 
a cette abscisse et perpendiculaire a I’axe des x rencontre les deux 
surfaces. En vertu de la formule (8o), la premike surface sera evidem- 
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meiit mesuree par I’integrale 



dx, 


tandis que la seconde surface sera mesuree par I’integrale 

j ^{a!)dx. 


Or, on tirera de I’equation (io4) 

f(a;) dx=. a I f{x) dx, 

et il est clair que cette derniere formule comprend le theorfeme enonce. 

Corollaire I. — Supposons que Ton trace, dans le plan des x, y, deux 
courbes fermees dont la premiere soit representee par I’equation 

{lo6) #(ar,j) = 0, 

et la seconde par une autre ^uation de la forme 
(107) j(^x,^'^ = o. 


(io5) 


X 


h designant une quantite constante. II est clair que, pour chaque valeur 
de I’abscisse x, on tirera des equations des deux courbcs des valours 
eorrespondantes dej/'qui seront entre elles dans le rapport dc i a 4. 
Par suite, les limites x^, X, entre lesquelles I’abscisse x devra rester 
comprise, pour que Pordonnee y conserve des valeurs reelles, nc varic- 
ront pas, quand on substituera la seconde surface a. la premiere. De 
plus, si Ton designe par 

Jo, Jl, Js, Js, 

les diverses valeurs reelles de y que fournit I’equation (ro6) pour une 
abscisse donn6e, celles que foumira, pour la mepae abscisse, I’^quar- 
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tion (ro7) seront evidemment 

by^, by^, 

Si d ailleurs on suppose les quantites (108) rangees par ordre de gran- 
deur, les longueurs prMemmenl designees par /, (cc), /, (a:), ... 
seront evidemment, pour la courbe (106), 

(no) f,{x)=y,-y^, f,[x)=y,-y^, 

et en consequence la section lineaire.y^a;) de la surface, comprise dans 
rinterieur de cette courbe sera determinee par la formulo 

/(■ 2 ;)=y'i— yo4-7s-r72+ — 

On trouvera au contrairo, pour la section lineaire f(a;) de la surface 
comprise dans la courbe (107), 

(112) f(a:) = £>7o-i- &/3— -+-•••= *(71—70+73 — Jj-f. . .)• 

On aura done 
("3)' 

Cela pose, on conclura du theoreme I que les surfaces courbes ren- 
ferm6es dans les courbes (106) et (107) sont enti-e elles dans le rapport 
de I a 6. 

Corollaire II. — En raisonnant comme on vient de le faire, mais 
echangeant I’une contre I’autre les deux ordonneeso;, 7, on prouverait 
que les surfaces comprises dans la courbe (106) et dans eelle qui a 
pour equation 

(n4) = o 

sont entre elles dans le rapport de, I’unite a la constante a. Ajoutons 
qu’on obtiendrait evidemment le meme rapport en comparant Tune a 
I’autre les surfaces comprises dans les deux courbes representees pai 
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les deux equations 

(115) 

(116) 



Corollaire III . — Si Ton compare directement Tune a I’autre les deux 
surfaces comprises dans les courbes (io6) et (ii6), on conclura des 
corollaires I et II qu’elles sontentre elles dans le rapport de I’unite au 
produit ah. On peut done enoncer la proposition suivante : 


Th^or£me II. — Pour ddterminer I’aire comprise dans une courbe plane 
fermee de toutes parts, et reprdsentee par une equation de la forme 


(117) 



= 0, 


il suffit de mesurer I’dire comprise dans la courbe dont V equation serait 
(io6) , §{x,y)z=io, 

et de multiplier cette derniere par le produit des deux constantes a et h. 

Corollaire I. — Si la courbe (116) se reduit a I’ellipse (19), I’equa- 
tion (106) deviendra 

(n8) • 

et representera un cercle qui aura pour rayon I’unite. Or, I’airo com- 
prise dans ce meme cercle etant egale a ir, on conclura du theoreme II 
que I’aire de I’ellipse a pour mesure le produit 

(26) %ab', 

ce que Ton savait deja. 

Corollaire II. — Si I’equation (ii 5 ) se reduit a 

Sth 'im 

(..9) . (j) +(f) =., 

a, h designant deux quantites positives, et/», /ideux nombres entiers, 
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la courLe representee par cette equation renfermera une surface qui 
aura pour mesure.le produit de I’expression (gS) par les deux con- 
stantes a et h. 


Corollaire III. — D’aprfes ce qu’on a dit dans la septieme Le?on du 
Tome I, la developpee de I’ellipse (rg) est representee par I’equation 


(I20) 




dans laquelle A, B designent deux quantites positives, . determinees 
par la formule 

Aa = B5=.±(a’-— 52). 


Or, on conclut du theoreme I que la surface comprise dans cette deve- 
loppee est equivalente au produit des constantes A, B par la surface 
comprise dans la courbe (94), et par consequent a 


(121) 


3 Ati 3 
g7tAB = g7r 


ad 


Corollaire IV. — Lorsque dans I’equation (117) on suppose b=^a, 
cette equation, reduite a la forme 

(122) = 

represente une courbe semblahle a la courbe (io6), etdont les dimen- 
sions sent a celles de Tautre courbe comme le nombre a est a I’unite. 
Cela pose, il resulte evidemment du theoreme 11 que les aires comprises 
dans deux courbes semblahles sont enlre elles comme les carres des dimen- 
sions de ces deux courbes- 

Nous terminerons cette Legon en etablissant un dernier theoreme 
que Ton peut enoncer comme il suit : 

Theokeme IIL — Le rapport enlre deux surfaces planes est toujours 
une quantiti moyenne enlre les dwerses valeurs que peut acquerir le 
rapport des sections lineaires failes, dans ces deux surfaces, par un plan 
mobile qui demeure coastamment parallile a un plan donne- 
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Ddmonstration. — Supposons les differents points de chaque surface 
rapportes.a deux axes rectangulaires des x et j, qui demeurentcompris 
dans le plan de cette meme surface, et dont le second coincide avoc 
la droite suivaut laquelle elle est coupee par le plan donne. Soiout 
d’ailleurs f{x) et f(a7) les sections lineaires faites dans les deux sur- 
faces par le plan mobile et correspondant a I’abscisse x. Enfin admet- 
tons que ce plan ne puisse rencontrer Tune des surfaces sans rencontrer 
I’autre; et soient x„, X les limites entre lesquelles I’absci.sse x doit 
rester comprise pour que le plan mobile rencontre effectivement les 
deux surfaces dont il s’agit. Le rapport de Tune des surfaces a I’autre sera 


( 123 ) 




dx 


I dx 


r/(^)< 

D’ailleurs, si Ton pose, pour abreger, 

(i 24 ) jT ^{cc')dx = i{x), J' f{x)dx=:'F(x), 


on aura 

(120) 

(126) 


^{xo)=o, F{xo)=o, 


et la formule (i) de I’addition placee a la suite des Legons sur Ic Calcul 
infinitesimal donnera 


_ ^ ^.'.[x,+ 6(X-Xo)-] _ fK+e(X^a;.)] . 

F(X)‘ Fqa?o-+-0(X — d:-o)] /[^O-H e(X — x,)]’ 


6 designant un nombre infferieur a I’unite. Or la fraction 

^(X — ^o)] 
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est evidemment 1 une des valours quo pout acquerir le rapport 

f{^) 

des sections lineaires faites dans les deux surfaces tandis quo cc varie 
entre les limites X, et par consequent une quantite comprise entre 
la plus petite et la plus grande de ces memos valours. Done la for- 
mule entraine le theoreme III. Nous ajouterons quo la for- 

mule (^ 12 ^) est renfermee dans I’equation (i3) de la vingt-troisienio 
Le^on du Cahul infinitesimal En effet, si Ton remplace, dans cetto 

^uation,/(ir), et co(x) par {(oo),f(x) et on en tirera 



^ designant une valeur de x comprise entre les limites Xg, X, e’est- 
a-dire une valeur de la forme 6(X — x). 

Si, pour certaines valeurs de I’abscisse, le plan mobile perpendieu- 
laire a I’axe des x ne rencontrait plus que I’une des deux surfaces 
proposees, on pourrait encore demontrer, corame on vient de le faire, 
le theoreme III. Seulement, il faudrait alors designer par x„ et X les 
limites entre lesquelles I’abscisse x devrait rester comprise pour que 
le point mobile rencontrat au moins Tune des deux surfaces, et consi- 
dei*er chacune des sections lineaires {{x),/(x) comme prenant une 
valeur nulle toutes les fois que la surface correspondante cesserait 
d’etre coupee par le plan dont il s’agit. 

Corollaire 1. — Deux surfaces planes sont equivalentes lorsqu’un 
plan mobile, constamment parallele a un plan donne, coupe ces deux 
surfaces suivant des sections lineaires qui restent toujours egales 
entre elles. 


(•) OEuvres de Camhy, S. II, T. IV, p. Sig. 

OEuvres de C~ — S. If, t. V. 
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Corollaire II. — Si, dans I’equation (128), on pose f'(a;) = 1 , on 
trouvera 

/ ^{x')dac— I fite = X — Jf,), 

‘/t-o */ro 

et, par suite, 

(129) y /(jj)d 3 ?J?=r(X— J?o)/'(0- 


Or la longueur X — represente evidemment la projection lineain^ 
cle la surface (8o) sur I’axe des a?, tandis que /(?) represente line 
quantite moyenne entre les sections lineaires faites dans cettc surface 
par un plan perpendiculaire au meme axe. Cela pose, comme on pout 
prendre pour axe des oo une droite quelconque tracee a volonte dans 
le plan de la surface que Ton considere, il est clair que la formule (128) 
entraine la proposition suivante : 

Theoreme IV. — Le rapport entre une surface plane et sa projection 
sur un axe trace dans le plan qui la renferme est toujours une mOyenne 
entre les dicerses longueurs qui representent les sections faites dans cette 
surface par des plans perpendiculaires a L axe dont il s'agit. 
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TROISIEME LECON. 


QUADRATURE DBS SURFACES GOURDES. 


Nous avons observe, dans la seizieme Legon du Tome I, qu’il parait 
convenable do faire servir a la mesure de la longueur d’un tres petit 
arc de courbe, passant par un point donne, la droite qui s’en rapproche 
le plus dans le voisinage du point dont il s’agit; et nous avons adrais 
en consequence qu’un tres petit arc de courbe se confond sensiblement 
avec sa projection sur la tangente menee par un de ses points, c’est- 
a-dire que le rapport du petit arc a sa projection se rediiit sensiblement 
k I’unite. Nous aurons recours, pour la quadrature des surfaces courbes, 
a un principe analogue; et nous ferorts servir a la mesure d’une 
petite portion de surface courbe, passant par un point donne, le plan 
qui se rapproche le plus de la surface dans le voisinage de ce point, 
en admettant qu’un element de surface courbe dont les deux dimensions 
sont tres petiles se confond sensiblement avec sa projection sur le plan 
tangent mene parun de ses points; c’est-a-dire que le rapport du petit 
element a sa projection se reduit sensiblement a V unite. 

Ce principe etant adopte, considerons une surface dont I’equation en 
coordonnees rectangulaires se presente sous la forme 

(I) z=f{oc,y). 

Soit {p) le point de la surface qui a pour coordonnees {x, y) et t: 
I’inclinaison en ce point, c’est-a-dire Tangle aigu compris entre le plan 
tangent mene par le point (/?) et le plan des x, y. Enfin, eoncevons 
que Ton projette sur ces deux plana un element de surface designe 
par 00, dont les deux dimensions soient tr^s petites, et qui renferme le 
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point (p). Si par un point quelconque de I’element to on menc un 
troisieme plan perpendiculaire aux deux premiers, ce troisieme plan 
coupera I’element suivant un petit arc de courbe, et les deux projec- 
tions de I’element suivant deux sections lineaires qui seront clles- 
memes les projections de I’arc dont il s’agit ou de la cordc comprise 
entre scs extremites. Or, cette corde formera des angles tres petits 
avec les plans tangents menes a la surface proposee : i°par Tune des 
extremites de I’arc, 2“ par un point tres voisin, par exemple par lo 
point (jd). D’ailleurs, si Ton nomme S le dernier deces angles, celui quo 
formera la meme corde avec le plan des x, y sera evidemment t ±: 0; 
et, par suite, les deux projections de la corde, ou les sections lineaires 
faites dans les deux projections de I’element oj seront entre elles dans 
le rapport des deux quantites coso, cos('r ± 0). Done, en vertu dii 
theoreme III de la deuxieme Legon, la projection de I’element o> sur lo 
plan des x, y aura pour mesure le produit d’une quantite moyenne 
entre les diverses valeurs du rapport 

COS(T±a) 

cosd 


par la projection du meme element sur le plan qui touche au point {p) 
la surface donnee; et comme, en vertu du principe adopte, cette pro- 
jection pourra etre representee par 

u (i -t- J ), 


i designantune quantite tres petite, nous sommes on droit do conclur('- 
que la projection de I’element co sur le plan des x, y sera equivalento 
a un produit de la forme 


■ cos(t±;5) 
“ cos a 


(I -+■«)• 


D’autre part, les deux quantites ±: S et i etant Tunc et I’autrc tr 6 s 
petites, si Ton designe par I une troisieme quantite tres peu differento 
de zero, on trouvera 


cos(t ± 5) , 


j) = cosT-i-I; 
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ct, puisqu’on peut faire coincider le plan des x, y avec un plan quel- 
conque, on sera evidemment conduit a la proposition suiyante : 

Tn^oRiiME I. — Soil co un element de surface dont les deux dimensions 
soient trSs petites, et t: I’ angle aigu compris entre le plan tangent meni 
par le point (p) et un autre plan tracd arbitrairement ; la projection de 
I’ element o) sera de la forme 

( 2 ) W(C0ST-+-1), 

I designant urie quantite tres petite. 

Soient maintenant (P), (/?) deux points de la surface (r), le premier 
fixe et correspondant aux coordonnees x^, yy, le second mobile et 
correspondant aux coordonnees variables x, y. Si, par chacun des 
points (P), (/?), on mene deux plans respectivement perpendiculaires 
aux axes des x et des y, les quatre plans ainsi construits couperont la 
surface (i) suivant quatre courbes, etl’aire comprise entre ces quatre 
courbes variera en meme temps que la position du point (/»). Cette aire 
sera done une fonction des coordonnees x, y. Ajoutons qu’elle donnera 
pour projection sur le plan des x, y un rectangle dont les cotes seront 
respectivement egaux aux valeurs numeriques des differences x — x^, 
y — y„. Designons par y) I’aire dont il s’agit, et par u sa projection 

sur le plan des/r, j. On aura, en supposant, pour fixer les idees, a:>a:o 
et7>jo. 

(3) « = (d;— a?o) (/— „Vo)- 

Soient d’ailleurs Ax, Ay des accroissements tres petits attribues aux 
variables x, y, et (q) le point de la surface (i) qui correspond aux 
coordonnees x-hAx, y-hAy. Enfin, concevons que Ton indique par 
la lettre x ou y, placeo au bas de la caracteristique A, I’accroissement 
que regoit une fonction de x et y, quand on y fait croitre a; de Aa? ou / 
de Ay. Les deux expressions 


( 4 ) 

( 5 ) 


Ax^{.x,y), 

A^u = (y — yo)Ax 
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representeront les accroissements des aires ®(jj, y) et u corresponclant 
a I’accroissement Ax de la variable x. De plus, les accroissements quo 
recevront les expressions ( 4 ) et ( 5 ), quand on fera croitre y do Aj, 
ou les deux quantites 

(6) AyA^<j>(x, j), 

(7) A^.Aa:M = AxAj 

representeront evidemment : i° Taire comprise, sur la surface (i), cntrc 
quatre plans menes par les points (p), (9') perpendiculaircmcnt uux 
axes des x ety; 2“ le petit rectangle auquel sc reduit la projection do 
cette aire sur le plan des x, y. Cela pose, si Ton designe toujours par ® 
I’inclinaison de la surface (i) au point (p), par co I’aire AyAj(p(aj, y) 
dont les deux dimensions sont trfes petites, et par I une quantite pen 
differente de zero, on aura, en vertu du theoreme I, 

Aj- Aa;« = w(coST -I- 1) = (COST 4- 1) AyA^(p(x, y), 

et Ton en conclura, en remettant pour Aj;AyU sa valour tiree de la 
formule (7), 

(8) A^A^ <^ ix,y ) ^ 

Av Ax costh-I 

Si, dans la formule (8), on fait decroitre indefiniment la valeur nume- 
rique de Ay, on obtiendra, en passant aux limites, I’equation 

/ s 0 >yAa 9 (a:,y) _ 1 

dyAx COST -hi’ 

que Ton pourra ecrire plus simplement comme il suit : 

(10) dAa;(p(a?,y) _ Ax 

dy COST -hi’ 

et dans laquelle la quantite I conservera une valeur tres petite. Enfin, 
si, dans la formule (9), on fait decroitre indefiniment la valeur de x, 
on en tirera, en passant aux limites, 

y) _ I 

dydx cost’ 


(II) 
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ou, ce qui revient au meme, 


( 12 ) 


Y ) 

dcedv 


— seer. 


On dMuit aisement de I’equation (12) la valeur de I’aire !p(<r, y). 
En effet, cette aire s’evanouit en meme temps que sa projection sur le 
plan des x, y, non seulementpour j = y„, quel que soit x, mais encore 
pour X = 3;,,, quel que soity. On aura done generalement 

(13) 

(14) r)=o, 


et, par suite, 

(15) 

(16) 


y„) 

dx 


y) 

dy 


0. 


Cela pose, si Ton integre I’equation (12) : 1° par rapport ay et a partir 
de y =yo, 2° par rapport a a; et ^ partir de a; = a?„, on trouvera suc- 
cessivement, en ayant 6 gard aux formules (i 5 ) et (r 4 ), 


(17) 
et 

(18) 


ro 


®(^. y) 



seer c?y dx. 


Si, dans la derniere equation, on remplace les coordonnees x, y du 
point mobile (p) par les coordonnees X, Y d’un point fixe (Q) situe sur 
la surface proposee, cette equation fournira la valeur de I’aire (p(X, Y) 
comprise entre quatre plans menes par les points (P),(Q) perpendi- 
culairement aux axes des x ety, et si, pour abreger, on designe par A 
I’aire dont il s’agit, on aura 


(19) 


A::== I I seev cfyda:. 


Quant a la valeur de secT, on peut la determiner immediatement 
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par la formule (24) de la quatorzieme Legon du Tome I. Done, si la 
differentielle de I’equation (1) cst presentee sous la forme 

( 30 ) dz—pdx-^q dy, 

on aura 

(31) seCT = v^i -l- 

II est important d’obseryer que, dans les equations (i8) et (19), on 
pent sans inconvenient intervertir I’ordre des integrations relatives 
aux deux variables ety. Nous ajouterons que, si Ton integre I’equa- 
tion (to) par rapport a la variable y et entre les limites y = y,,, j = Y, 
on en tirera 

(33) ^ 

Cette derniere formule determine la valeur de I’aire Aj.o(x,y), qui a 
pour projection sur le plan des x, y un rectangle compris entre deux 
parallMes a I’axe des x, separees Tune de Tautre par une distance egale 
a Y — y„, et deux paralleles a I’axe desy, dont la distance tres petite 
est representee par Ax. 

Concevons a present que Ton coupe la surface (i) : 1° par deux 
plans perpendiculaires a I’axe des x, I’un fixe et correspondant a 
I abscisse x^, 1 autre mobile et correspondant a I’abscisse x ; 2” par deux 
surfaces cylindriques dont les generatrices soient paralleles a Taxe 
des et dont les ^nations soient de la forme 

(23) y- f(^), 

( 24 ) y=:F[x). 

On obtiendra quatre courbes d’intersection, et I’aire comprise entre ces 
quatre courbes variera evidemment avec la position du plan mobile. 
Cette aire sera done une fonction de I’abscisse x. Si on la designe 
par et si Ton norame Ax un accroissement tres petit attribue a 
la variable a:, I’expression A!f/(a7) representera une petite surface dont 
la projection sur le plan des x,y sera renfermee, d’une part, entre deux 
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potits arcs pg, rs mesures snr Ics courbcs representees par les equa- 
tions (20) et (2^1); d autre part, entre deux plans perpendiculaires a 
I’axe des x et correspondant aux abscisses x, x + Lx. Cela pose, 
soient 6 et 0 deux nombres qui varient d’une maniere quelconqiu* 
eatre les limites o et i. On reconnaitra', en raisonnant comme dans la 
deuxieme Lecon, que, parmi les valeurs numex’iques du produit 

(20) A;2?[F(;r -H 0 Aa;) — f(d; -|- 0 Ax)] 

qui correspondent aux diverses valeurs dcs nombres 0 , 0 , la plus petite 
et la plus grande I’epresentcnt les aires des rectangles inscrits et cir- 
co-nscrits a la projection de la surface At]/ (a?), par consequent les pro- 
jections de deux nouvelles aires, mesurees sur la surface (i), etdout 
Tune est inf^,rieure, I’autre superieure a Tairo Ajoutons que 

chacune de ces nouvelles aires, etant comprise entre quatre plans 
perpendiculaires a I’axe des a? ou a I’axc desj' et correspondant aux 
abscisses x, x ■+■ Ax, ou a dcs ordonnees de la forme 

{(x-hdAx), F(x-l-0Ax), 


sera mesuree par un produit semblable au second liiembre de Tequa- 
tion (22), et de la forme 


(aGj 


, F ( JP -t- © Aa- ) 


Cl.r + O A.t 


cosr-+- 1 


^y> 


si, pour plus de commodite, on Suppose la diff 6 renfce F(ar) — f(x) 
positive. Done le rapport 


(27) 


A ^(.r) 

diX 


sera tine quaiitite moyenne entre deux integrales de la fornne 


(28) 


^F(X'+@Ax) 
(a:-t-0 Ax) 


I 

COST~hl 


df. 


D’ailleurs,, si Ton fait decroitre indSfiniment la valeur numerique de Ax, 
la quantity I' s’a^prochera ind^finiment de z 6 ro, et les diverses valeurs 

OF.wres de C. — S. 11, t. V. 5^ 
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de I’integralc ( 28 ) convcrgeront vers unc seulc et meme limitc, savoir, 

.F(r, 

( 29 ) / secrrfr. 

Done la limite du rapport ( 27 ), ou la fonction clerivec sera 

equivalente a Texpression ( 29 ), et Ton trouvera 


(3o) 


d'h(jc) 

dx 



Enfin, comme on a evidemment 
(3i) = 


on tirera de I’equation (3o), integree a partir de a; == x^. 


(32) 


ih{js)= I I SQQzdydiV. 


Si, dans Tequation (32), on remplace Tabscisse variables? par uno 
abscisse deferminee X, on en tirera 


(33) 


X ^ F ( J:’ ) 

' I secT df djc. 

Xo '^( 07 ) 


Si, de plus, on designe I’aire ''{>(X) par A, ct les deux functions f(a;), 
r(a;) par Jo et Y, on aura simplement 


(34) 


H'J. sec T df dx. 




Cette derniere formule suppose que la dilFerence 
(35) Y — jo = F(aj) — f(a;) 


reste constamment positive entre les limites ajo, X de la variable x, et 
fournit la valeur de I’aire cpmprise, sur la surface (r), d’une part, entre 
deux plans perpendiculaires k I’axe des x, et representes par les equa- 
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(36) 

(37) 


a- =: Xo, 

.r — X ; 


d’autrepart, entre deux surfaces cylindriques dontles generatrices sent 
paralleles a 1 axe des x?, ct dont les equations sont respectivement 

(38) j=r„. 

(39) y = Y. 

Ajoutons que, les limites de I’integration relative a y etant des fonetions 
de x dans les formules (Sa), (33) et (34), il n’est pas permis d’y 
renverser, comme dans les formules (i 8 ) et ( 19 ), I’ordre des inte- 
grations. 

Dans le cas particulier oil la surface (i) coincide avec le plan des a?, y, 
on a 

T= 0 , s4ct — I, / s^ctdy—l f// xz F(ar) — f(x). 

En memo temps les aires 4'(^) et A = 4'(X) se reduisent aux surfaces 
planes que nous avons designees par u et U dans la deuxieme Leqon 
(p. 44(1). et Ton tire en consequence des formules (33) et (34) 


(4o) 

(40 


[F(x) — f(x)](a?x, 

•*"o 

U [F(x) — f(a;)] dx. 


La formule (4i) peut encore s’ecrire comme il suit : 

dy dx — I {Y — fo) dx. 

Les trois Equations precedentes ne different pas des formules ( 79 ) 
et ( 80 ) de la deuxieme Legon. 

Lorsque la surface (i) ne coincide pas avec le plan des x, y, alors 
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los aircs a ct U, determinees par les equations (4o) et (4i) ou (42), 
sont evidemment les projections des aires A==4'(X) sur lo 

]»lan des x, y. 

La formule (34) donne lieu a des remarques scmblables a celles quo 
nous avons faites dans la deuxieme Logon sur la formule (80). Ainsi, 
par exemple, si les courbes representees, dans le plan des x,y, par los 
equations (38) et (89), se coupent en deux points ditferents, ct si Ton 
suppose que, dans la formule (34), X designent les abscisses do 
CCS memos points, la surface A sera celle dont la projection U sur lo 
plan des x, y se rkluit a I’aire comprise entre les deux courbes, et 
par consequent elle sera renfermee entre les deux surfaces cylindriquos 
qui ont pour bases les deux courbes dont il s’agit. II on serait encore 
de meme si les deux courbes se touchaient aux points qui ont pour 
abscisses x^, X. En effet, il pourrait arriver que 

y=/o, j = y 

fussent deux valeurs dc y tirees d’une sculc equation 
(43) S{x,y)=o 

propre a representer une courbe fermee de toutes parts. Alors il sufti- 
rait de remplacer et X par la plus grande et la plus petite des' 
abscisses qui correspondent aux differents points dc la courbe pour quo 
I’airo A, determinee par la formule (34), futprecisementl’aire mesuree 
sur la surface (i), et renfermee dans I’interieur de la courbe suivant 
laquelle cette surface est coupee par la surfa,cc cylindrique quo repre- 
sente I’equation (43). 

Si, a la surface (i), on substituait une surface fermee qui no put etre 
coupee qu’en deux points par une secante quclconque parallele a I’axe 
des alors, pour deduire de la formule (34) I’aire totale de cette non- 
velle surface, il suffirait de faire coincider Tequation ('43) avec cello 
qui representerait la surface cylindrique circonscrite a la nouvclle sur- 
face et engendree par une droite parallele a I’axe des s, puis de partager 
Vasre demand^e en deux autres aires limitees par la courbe qui serait 
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Ic lieu geometrique des points communs a la surface cylindrique et a 
la surface fermee. Le plus ordinaireinent, les points dont il s’agit ne 
diflPereront pas de ceux pour lesquels le plan tangent a la surface fermee 
devient parallele a I’axe des z , et par consequent la surface cylindrique 
ci-dessus mentionnee sera representee par I’equation 

COSr=; o 

du 

(44) =^o. 

\/i+p--hrf 

Neanmoins, le contraire pourrait avoir lieu si les sections faites dans 
la surface fermee par des plans paralleles a I’axe des - offraient des 
points saillants ou des points de rebroussement. Ajoutons que, dans 
riiypoth^se admise, I’equation de la surface fermee fournira pour 
chaque valeur de .v deux valeurs positives de sect, que Ton devra 
substituer Tune apres I’autredans la formule (34), afm d’obtenir les 
deux aires dont la somme sera equivalente a I’aire cherchee. 

II cst encore essentiel d’observer que les formules (34) et ( 42 ) 
subsistent dans le cas m6me oil chacune des fonctions 

changerait de forme avec I’abscisse x, de maniere a representer succes- 
sivement, non pas I’ordonnee d’une courbe, mais les ordonnees de 
plusieurs courbes ou meme de plusieurs droites tracees a la suite les 
lines des autres dans le plan des x,j. Ainsi Ton pourrait deduire de la 
formule (34) I’aire mesuree sur la surface (i) et renfermee dans I’in- 
terieur d’un prism e qui aurait pour base un polygone convexe trace 
dans le plan des x, y. 

Concevons enfin que la projection de I’aire A sur le plan des x,y, 
e’est-a-dire la surface U, se compose de plusieurs parties tellement 
dispos6es que la section lineaire faite dans cette surface par un plan 
perpendiculaire a I’axe des x et correspondant a I’abseisse x se trans- 
forme cn un syst^me de plusieurs longueurs distinctes les unes des 
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autres, et comprises, la premiere entre deux lignes donnees, la deuxiemo 
entre deux autres ligiies, etc. Alors, pour determiner 1 airc A, il sulfira 
de la partager en plusieurs parties dont chacune puisse etre calciilee 
il I’aidc de la formulc (8o). Supposons, pour fixer les idees, que les 
quantiles 


(45) J'o- 73. 

rangees par ordre de grandeur, soient des functions do sc propres a 
representer constamment, entre les limites aj = a? = X, les ordon- 
nees des diverses lignes qui comprennent entre elles les differentes 
parties de I’aire U. On partagera I’aire A en autant de parties corres- 
pondantes, lesquelles, en vertu de la formule (34), seront mesurees 
par les integrales doubles 

/ ^QC-zdydx, / / %ec,xdydx 

r, Jy, •''js 


et, en ajoutant toutes ces integrales, on obtiendra la valeiir de A. On 
aura done 


(4:) 


y. 






seer dydjc 


ou, ce qui revient au meme. 


( 48 ) A— f f f seczdj-\- f seezdy 

.T-'S 


dx. 


Dans la memo hypothese, la projection de I’aire A, ou la surface U, 
sera evidemment determinec par I’equation 


(49) 



dx, 


que Ton peut rMuire a 
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cl qui s’accorde avec la formule (So) do la deuxieme Legon, dans le cas 
oil Ton y substitue la valeur de f{x') tiree do I’eguation (ro3). 

Les formules (34) ot (iS) deviendraient inexactes, s’il s’agissait 
d’evalucr I’aire comprise dans un contour qudconque sur une surface 
rencontree en plusieurs points par des droites parallMes a I’axe des c. 
Mais alors, par des proc^ides analogues a celui dont nous avons fait 
usage (p. 419 ). on decomposerait I’aire demand^c en plusieurs autres 
dont chacune pourrait etro facilement determinee a I’aide de la for- 
mule (34) ou ( 48 ). 

II nous rcste amontrer quelques applications de ces memos formules. 
Nous observerons d’abord que Ton a, en vertu do la formule (i4) de 
la vingt-troisieme Legon de Calciil infinitesimal. 



(N — Jo) 


t designant une quantite moyenne entre les diverses valeurs que regoit 
Tangle t, tandis que y varie entre les limites y„, Y. Cela pose, on 
pourra remplacer Tequation (34) par la suivante : 

A= ^ {Y ~ Yq) seetdx, 

' 


puis, en ayant egard a la formule (i3) de la vingt-troisieme Le^on de 
Calcul infinitesimal, on trouvera definitivement 

k— secT !' (Y — Jo) dx 

-'a-o 

ou, ce qui revient au meme, 

(5i) A = UsecT, 

T designant une moyenne entre les diverses val.eurs de t qui corres- 
pondent aux diverses valeurs de x, et par consequent une moyenne 
entre les diverses inclinaisons de la surface A par rapport' au plan 
des x,y. Gomme on pent d’ailleurs prendre pour plan des a;,/ uii plan 
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qaelconque, il est clair que la formule (5i) entraine la proposilioa 
suivanto : 

TiiEORftJiE II. — Le rapport entre une surface courbe et sa pi'ojeclion 
sur un plan quelconque est une moyenne entre les secantes des dwerses 
inclinaisons de la surface par rapport aii plan dont il s’agit. 

Cette proposition pourrait etre facilement deduite du premier theo- 
rme. En effet, si Ton decompose la surface donnee et sa projection 
en elements correspondants dontcliacun ait des dimensions trespetites, 
on conclura d’une formule .connue et du theoreme I que le rapport 
entre la surface courbe et sa projection est une moyenne entre les 
rapports qu’on obtient lorsqu’on divise les divers elements do la surface 
courbe par lours projections respectives, et que par suite ce rapport 
est de la forme 

I 

cosTtI- l’ 

T representant une moyenne entre les diverses valeurs de t calculees 
pour les divers elements, et I une quantite trt's petite. Or, cette conclu- 
sion devant subsister tandis que les dimensions des elements et la 
quantite I decroissent et s’approchent de la limite zero, il est clair quo 
le rapport de la surface courbe a sa projection doit se rMuire a une 

quantite de la forme = secT. 

Lorsque I’inclinaison t: devient constante on peut, dans la for- 
mule (34) on (48). laire passer le facteur secT en dehors des deux 
signes d’integration relatifs aux variables y et cc, et Ton tire de cette 
formule, comparee a I’equation ( 42 ) ou ( 00 ), 

(52) A=:Us6cT. 

On peut done enoncer la proposition suivante : 

TufeORfeME III. — Lorsqu une surface a dans tous ses points la mime 
inclinaison par rapport aa plan des cc, y, une aire mesuree sur cette 
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surface esl equivalente au produU de sa projection sur le plan des x, y 
par la secante de V inclinaison. 

Cette proposition, qiic Ton peutdedaire directement. et sans calcul, 
du theoreme II, ne differe pas, lorsque la surface donneo ost plane, de 
la proposition deja enoncee a la page dyg du Tome I. Elle est d’ailleurs 
applicable a la' quadrature de plusieurs surfaces courbes, par exemple 
ii 1 evaluation d une aire mesuree sur la surface d'un cone droit qui 
aurait pour base un ccrcle trace dans le plan des o’, v, et pour axe uik' 
paralleic a I’axe des Supposons, pour fixer les idees, quo I’aire dont 
il s’agit so reduisc a colie du tronc de cone qui a pour base des ccrcles 
decrits avec les rayons r„ et R. La surface U sera la difference entr(‘ 
les surfaces do ces deux cerclcs. On aura done 


(•^3) f4=:7iR-^-7t/'5 = Tr(R5-r5) 

et, par suite, 

A= Usecr =-7:(R- — r5)sdcr, 


ou, ce qui revient au memo, 


(. 34 ) 




iiiR • 


airr. 


- (R — /’o) seer. 


Or, I’apotlieme du tronc do cone, ayant pour projection sur lo plan 
des X, y la difference R — entre les rayons des deux cerclcs" et 
formant Tangle t avec le plan horizontal, est evidemment represente 
par le produit (R — rj) secT, tandis que 2 TiR et 2 irr„ representent 
les circonferences des deux ccrcles. Par consequent, la formule (54) 
nous ramenc a une proposition deja connue, et dont voici Tenonce : 

TntiORfiME IV. — Si Von coupe un cone droit el d ba^e- circulaire par 
deux plans perpendiculaires a son axe, la surface du tronc de cone 
renfermi entre ces deux plans sera equivalente au produit de son apo- 
thime par la demi-somme des circonferences des bases. 

Corollaire. — Si le plan de la plus petite base vient a passer par le 

OEuvres de C. — S. IT, t. V. 6o 
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sommet du cone, cettc base disparaitra, et la surface determinee par 
le theoreme qiii precede sera preciseinent la surface da cone, equivalenle 
a la moilie du produit de I’ apolMme par la circonference de la base. 
Lorsque I’equation (i) so reduit a la forme 

( 55 ) ■ 2—JXa-), 

ou, en d’autres termes, lorsque la surface (i) sc reduit a uiie surface 
cylindrique dont la generatrice cstparallMc a I’axe des y, on a 


( 56 ) 


secT = v't + [/'(•«)]-• 


Alors, sec" etant fonction do la scule variable x, on pent oticctuer 
dans la formule (34) I’intcgration relative a r, et Ton trouve ainsi 


(07) 


( 58 ) 



seCT dy={Y — jo) s6c?, 



— v„) secT djr. 


Dans la memo hypothese, on tirorait de la formule (43) 


(39) 




(/, — Vo -H /j — Ja + • • • ) seCT dx. 


On peut aisement, a I’aide do ces dernieres formules, determiner uiu' 
aire A mcsurec sur la surface d’un cylindrc droit. Si Ton chercbe en 
particulier I’airc comprise entrc deux generatrices et deux courb(^s 
planes renfermees dans des plans parallelcs au plan des x, z, il faudra 
supposer que, dans la formule (58), et Y se rMuiscnt a des quan- 
tites constantes, et Ton tirera de cette formule 


(60) ~ 

D’ailleurs, Y — v„ exprimera la distance qui separe les deux plans. D(' 
plus, I’inclinaison t de la surface cylindrique par rapport au plan 
des X, y, n’etant autre chose que I’inclinaison, par rapport a Taxe 
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(Ics X, de la courbe qui sert dc base au cylindre dans le plan dcs x, 
I’integralo 



represontera evidomment I’arc S compte sur cette courbc, ou sur iin»> 
eourbc renfermec, dans un plan parallele au plan des x, z, entre les 
generatrices donnecs. On pent done enoncer la proposition suivante : 

TinioRfiME V. — L‘aire mesuree, sur la surface d'un cylindre droit, 
entre deux generatrices et deux courhes renfermees dans des plans 
paralliles au plan de la base, est equivalente au produit de la distance 
entre ces deux plans par I'arc renferme sur I’une des courbes entre les 
deux generatrices. 

A la verite, la demonstration quo nous avons donnee du tbeoreme V 
n’est immediatement applicable qu’aux surfaces cylindriquos dont les 
equations sent semblables a requation(55), e’est-a-dire a des surfaces 
cylindriques que chaque parallMe a I’axe des z rencontre en un seul 
point. Mais, pour etendre le meme tbeoreme a des aires mesurees sur 
dcs cylindres droits dc forme quelconquo, il suffira de partager celles-ci 
en plusieurs portions dont chacune soit renfermee entre deux gene- 
ratrices convenablement choisies. En consequence, on pourra enoncer 
cettc nouvelle proposition : 

TuEORfiME VI. — L’aire mesuree; sur line surface cylindrique qui a pour 
base une courbe fermie, entre deux plans perpendiculaires aux genera- 
trices, est le produit de la distance entre ces deux plans par le pdrimetre 
de sa base. 

Considerons maintenant la surface dii cylindre droit represente par 
I’equation 

(6i) 

et chercbons^la partie dc cette surface qui est renferm4e dans I’inte- 
rieur de la sphere decrite de I’originc comme centre avec le rayon R. 
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(]ette sphere, dont un rayon coincide avcc un diametre du cerclc qui 
sert de base au cylindrc dans le plan dcs j?, j, et dont I’equation est 

( 62 ) H- R", 

coupe le cylindrc suivant unc courbe qui a pour projection sur lo plan 
dcs X, y la parabolo 

(63) ji=R(R — .r). 

Or, comrae Ics deux valeurs de y fournies par I’equation ( 63 ) sont 
tespectivemcnt 

(64) j— — v/R(R-«), 

(65) r = v^R(R- j:;). 

il resulte evidemment dc la formule ( 58 ) quc I’aire mesuree sur la 
surface cylindrique du cote des positives, et limitec par la courbe 
d’intersection du cylindrc avec la sphere, est equivalontc a I’integrale 

(66) / 2y/R(R ~x) secTclx, 


~ designant I’inclinaison dc la surface cylindrique, au point dont 
I’abscisse est x, par rapport au plan des x, y. D’aillcurs, la siicante 
de cette inclinaison sera donnee par la formule ( 56 ), si Ton prend 
pour /(a?) lavaleur positive dc - tiree dc I’equation (61), savoir. 


(67) 

On aura done 

( 68 ) 


- = \/Ra: — 


, / AR-.r)^ -R 

SeCT = i/ 

V lix — x- y/R^_a:» 


ot par suite I’integrale (66) deviendra 


(69) 


J, V'^' 


RK 


En doublant cette derniere quantite, on obtiendra I’aire A mesuree sur 
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la surface cylindriquc et dans I’intcrieur de la sphere, non seulement 
du cote des 5 positives, mais encore du cote des z negatives; et Ton 
trouvera ainsi 


(70) A^ 4 R^ 

Si Ton cherchait la poftion de la surface do la sphere comprise dans 
I’intericur du cylindrcdu cote des r positives etdu cote des r- positives, 
il faudrait rccourir a la formulc (d'l), et poser dans cette formule 

x„r=o, X^R, j-|,= v^R(R — a;), Y=;y'R^ — j-'L 


Ajoutons que, si Ton differentio I’equation de la sphere, 1" par rapport 
a X, et en considerant ^ comme fonction do a?; 2" par rapporf a y, et en 
considerant s comme fonction do. v, on en tirera 


dz 

d z X 

et qu’on consequence la valeur de sec 
dcvra etre reduito a 


,)z 



T determinoe par la formulc (21) 


(7O 



R _ R 
- “ t/R^ — 2;^ — 


Cela pose, on trouvera pour I’aire demandee 




(72) 


R 


On aura d’ailleurs generalement 


: dy dx. 


f — 


=z arc sin ■ 


y 


3 designant uno quantite independante de y, et par suite 


/ = arc sin ( jr 


R 


X 


== arc cos 


U 


i\^x 
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Done, I’aire demandec sera equivalente a I’integTalo simple 

(jS) RjT arc cos djc. 


Pour evaluer cette memo integralc, il sutfit de fairo 


( 74 ) 



ou, ce qni revicnt au meme, 

(~5) a? :rrRlang'^^. 

Alors en effct on trouvc 


j" arc cos ^ dx =: J s dx = sx — j" x ds — sx — rJ ^ d.i 

= (a; H- R)^ — R tangf 4- const. 

et, par suite, 

(76) arccos(;^y*: = (l-.)R.. 

En doublant cette derniere quantite, on obtiendra la portion de la sur- 
face spherique intercepteo par le cylindre du cote dcs 7 positives, et 
correspondant a des valeurs, soit positives, soit negatives, de I’erdon- 
nee x;. Done, si Ton designe par A la portion de surface dont il s’agit, 
on aura 


(77) A= (7: — 2 )R-=(i,i 4 i 5 . . .)RL 

Concevons encore qu’apres avoir trace dans Ic plan des x, y un(> 
courbe representee par I’equation 

( 78 ) y=-f{cc), 

on fasse tourner cette courbe autour de I’axe des x. Elle engendrera 
une surface de revolution dont I’equation sera 


(79) 
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(voir t. I, p. 358 ); et la poi'tion de cettc surface situee clii cote des 
positives entre deux plans perpendiculaires a I’axe des x sera [eii 
vertu do la formule ( 34 )] cxprimec par la valeur numerique do I’inte- 
grale double' 

- -/Cr) 


poiirvu quo Ton designe par a;,,, X les abscisses correspondant aux 
deux plans donnes, et que la fonction f(x) no change pas de signe 
outre les limites x=x^,, x = X. Quant a la valeur de secT, ellc so 
(leduira des equations (21) et (79); et comme la derniere de ces equa- 
tions, differentiee successivernent par rapport a j; et par rapport ii y, 
donnera 


" dx — 

dz. fix) fix) 

5 ’ 



= 0, 



y 

— 5 


on aura evidemment 


(8Q 


/(^)V^i + [/'(a?)? 


D’ailleurs on reconnaitra facilement : i" que la valeur numerique de 

<lx 


I’integralo 


L 


se reduit toujours au nombre i:; 2° que la valeur numerique du 
produit 


/(a;)v/n-[y'(a:)P 


est precisement la nornaale N de lacourbe (78). En consequence I’in- 
tegralc (80) pourra etre reduite a 



^dx. 


En doublant celle-ci, on obtiondra I’aire totale comprise sur la surface de 
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revolution entre los deux plans qiii correspondent aux abscisses X. 
Done, si Ton designe par A I’aire dont il s’agit, on aura 

(02) A 27 : r N rf.r. 

o'.T-. 

La forinulc (82) etant ainsi demonti'ee pour le cas oil la fonction /(.r) 
conserve constaminent le memo signe entre les limitesa!„, X, il sulTirait, 
pour I’etablir dans le cas contraire, do partager I’aire A en plusieurs 
parties correspondant aux diverses portions do la courbe (78) qui sonl 
situees do part cl d’autre de I’axe des x. Chacune dc cos parties serai t 
encore le produit du nombre 27: par une integrale scmblable a cello 
que renferme I’equation (82), mais prise entre des limites differontes; 
et en ajoutant les nouvelles integrales, on trouverait pour somme 

f Nf/x. 

xAu reste, on pout demontrer directement une formule qui comprend 
I’equation (82), a I’aide des considerations suivantes. 

Soil '^(x) I’aire mesuree sur la surface do revolution (79) entre 
deux plans fixes qui, passant, par I’axc des x, comprennent entre eux 
Tangle ®, ct deux plans perpondiculaires a cot axe, qui correspondent, 
le premier a Tabscisse constante le second a Tabscissc variable x. 
Concevons d’ailleurs que Ton designe par 'z non plus Tinclinaison de 
la surface (79) an point (x, j, -) par rapport au plan des x, y, mais 
Tinclinaison de la courbe (78), au point dont x cst Tabscissc, par 
rapport a Taxedesa;. Si Ton attribue a la variable a? Taccroissement tres 
petit Aa:, Taccroissement correspondant de Taire 4 '(^)> savoir, A^[i(.r), 
sera une petite portion de surface dont Tinclinaison par rapport au 
plan des j, z restera sensiblemont la meme on tous les points et diffe- 
rera tres peu.de ^ — c. .Done, en vertu du theorfeme II, le rapport 
qu’on obtiendra en divisant cette portion de surface par sa projection 
sur le plan des y, z differera tres peu de sec^^ — t j = Or la 
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projection dont il s’agit sera evidemnient la difference (‘litre les sur- 
faces des deux secteurs circulaires quo traceraient des rayons 
equivalents aux ordonneesy oty-i-Ay de la courbe generatricc en 
decrivant Tangle a autoiir de Torigine. Cette projection sera done re- 
presentee par 

( 83 ) ? + Av)^ - I j* = yo Ay (^I + ; 

et comme on aura sensiblemcnt 


Ar dy 


on pourra r^uirc rexprcssioii (83) a la forme 
(84) ±: tangT A^(n- £), 

i designant uno qiiantite tres petite. Cela pose, il suffira, pour obtenir 
I’aire de multiplier Texpression (84) par un facteur tres pea 

different de -J—- On aura done 
sin- 

A . . langT . . * 

Aa;;r = ± yo— — — i (i + 

ou, CO. qui rovient au memo, 


(85) 


A tli( j?) 
Ajc 


— ±zy(p seer 


si nr 
siiir 4- 1 


(iH- ^), 


I designant encore une quaiitite tres petite; ot Ton on conelura, on 
faisant converger Ao? vers zero, 


(86) 


d^{x) 

dx 


— znyo seer. 


Si dans cette derniere formule on substitiie au produit ± rsec- la 
longueur qu’il represente, e’est-a-dire la norrnale N de la courbe gene- 
ratrice, on aura simplement 


(87) 


d dt(^) 
dx 


zrrNo; 


OEiwres de C. — S. II, t. V, 
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puis, cn integrant I’equation (87) a partir do x — x^, on trouvora 


( 88 ) 





Si Ton veut evaluer I’airo engcndree par la revolution complete de I’arc 
niosure sur la courbe (78) entrc les points qui ont pour abscisses .r„ 
et X, il faudi’a supposer dans la formule (88) 0 — 2t:. AIops on obticn- 
dra I’equation 

(89) d/(a?)=r 27 :^ N rf.r, 

qui pout etre retnplacec, quand/restc positive, par Tune quclconqiu* 
dcs suivantes : 

(90) <}j{x)=:2Tt( ysec-cdx, 


fgi) <h(x) = 2T:l Y\/i-hv'-dx. 

-*‘0 

Ajoutons que si dans la formule (89) on pose 0= 2 -k, olio Iburnira 
pour I’airc A — '|'(X) la memo valeur que I’equation ( 82). 

II cst bon d’observer quo I’aipe A<|^(a;) detcrminee par la Idr- 
mule ( 85 ) diflere tres peu de I’airo iy® secT Ax mesuree sur la surface 
du tronc dc cone que decrit, en tournant autour do I’axc des x, la petite 
longueur scctAx comptee sur la droite qui touche la courbe (78) an 
point ( X,/); e’est-a-dire quo le rapport entre I’airc A'j/(x) cl I’aire du 
tronc de cone differc tres peu dc I’unite. 

Appliquons maintenant les formulas (82), (89), etc. a quelques 
exemples. 

hxemple I. — Si la courbe (78) se transforme en unc droite menee 
parallelement a I’axc des x par un point situe a la distance R de ce 
memo axe, A representera la surface laterale d’un cylindre engendre 
par la revolution de cette droite autour de I’axe, et dont la hauteur sera 
precisement X Comme on aura d’ailleurs N — R, on tirera de 



I’equation (82) 
(92) 
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A = R(X — Xf,), 

II resulte de cette derniwe formule quo la surface laieraled’an cylindre 
droit d base circulaire est le produil de la hauteur du cylindre par la cir- 
conference de sa base. Cette proposition bien connue est d’ailleiirs com- 
prise, comme cas particulier, dans le tlieoreme YI. 

Exemple II. Si la courbe (78) coincide avec une circonferoncc de 
cercle dont le rayon soit egal a R et dont le centre soit situe sur I’axe 
des X, la valeur de A determinee par la formule (82) representera I’aire 
d’uno zone splierique qui aura pour hauteur X - x„. De plus, on trou- 
vera encore N = R, et par consequent I’equation (82) so reduira, 
cominc dans 1 exemple precedent, a la formule (92). Or on oonclura 
de cette formule que, pour obtenir la surface d’une zone spherique, il 
suffil de multiplier la hauteur de la zone par la circonference d’un grand 
cercle. Cette derniere proposition est une de cellos que Ton demontn* 
dans les elements de geometric. Lorsque la hauteur de la zone devient 
egalc au diametre de la sphere sur laquelle cette zone est tracer, la pro- 
position qu’on vient de rappeler determine I’aire totale de la sphere, rt 
Ton reconnait ainsi que la surface de la sphere equivaut d quatre fod la 
surfcuce d’un grand cercle. 



representera iin ellipsoidc de revolution, et Ton trouvera 
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Si Ton suppose d’ailleurs a >6, on aura, cn designant par e I’cxccn- 
tricite dc I’cllipsc, 

(90) ae —\/a-— 

par suite, la valour dc N deviendra 


(96* 


N=: -v/a'— £=0^2. 
a ^ 


Done alors on tirera de I’equation (82) 


(97) 


A = 



j?- dx. 


Or, cn vertu de la formule (21) (deuxieme Logon), Ic produit 


{98) 


2 



— X- dx 


expriinera I’aire comprise entre Ics ordonnoes correspondant aux 
abscisses x, dans rcllipso dont I’equation sera 


(99) 





et dont les axes, representes par les longueurs 2 2^, scront diriges 

suivanl les memos droites quo ceux de I’cllipso donnee. (icla pose, la 
formule (97) entrainera evidemment la proposition suivante : 

TheorIime VII. — Si I’ on fait tourner une ellipse auioiir de son grand 
axe. la surface de la zone engendree par la revolution d'un arc de cette 
ellipse sera le produit du nombre r par la surface comprise entre. les plans 
qui renferrneront les deux bases de la zone dans une secohde ellipse que 
I' on deduira de la premiire en faisant croUre le grand axe dans un 
rapport inverse de V excentricite. 

Lorsque la hauteur do la zone coincide avee le grand axe dc rdlipsc 
donnee, le theoreme precedent determine I’aire totalc dc I’cllipsoide 
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de revolution; ct Ton trouve pour la valeur de cette aire, en ayant 
egard aux formules de la page 435, 

( ' ) A = 2 7r 6® -t- 2 m — arc tang ~ • 

£ ^ b 

Si Ton supposait a 6, on aurait, en designant toujours par z I’excen- 
tricite do Tellipsc (93), 


(101) 

et, par suite, 

(102) 




N:= 


b^E / 


Done alors on tirerait de I’equation (82) 


{jo3) 


\/k= 


• dx. 


Or, on vertu do la formulc ( 3 o) de la deuxi^me Lecon, le produit 


{lo4) 




a* 


x^ dx 


cxpriinera eviderament I’aire comprise entre Ics ordonnees correspon- 
dant aux abscisses x^, X, dans I’liyperbole dont I’equation sera 


ct dontles axes, representes par les longueurs 2 26, seront diriges 

suivant les memes droites que ceux de I’ellipse don nee. On peut done 
enoncer la proposition suivante : 

TufiORfeME VIII. — Si V on fail tourner une ellipse autour de son petit 
axe, la surface de la zone engendree par la revolution d’un arc de cette 
ellipse sera le produit du nombre tz par la surface comprise entre les deux 
plans qui renfermeront les deux bases de la zone dans une hyperbole 
dont V axe reel coincider a precisdment avec le petit axede V ellipse, et dont 
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le. second axe sera equivalent an carre du grand axe de I’ ellipse divise 
par le carre du petit axe et par I’ excentricUe . 


Lorsquc la hauteur clc la zone coincide avec le petit ax(' oa do I’eHipso 
donneo, on deduit du theoreiue precedent ou do requation (io3) I’airo 
totale de I’eHipsoide dc revolution, ct Ton trouvo pour la valour (!(> 
cetto aire, on ayant egard a la premiere formule d(i la page 436, 


{io6 ) 


A = iT.b--\ t - 


1 — s 


ExemplelV. — Concevonsquc lacourbe ( 78 ) coino.ido avoo ritypoi'- 
bole representee par Tune des equations 


(107) 
( 108 '1 




9 " ' r 9 ■■ ^ > 

a“ 0 “ 


-II _ 


La formule t .79 ), reduite a Tune des suivantes, 
(109) 


X- 

a- b- “ ’ 
^2 


( I 1 O I 


r- 


b‘ 


JC- 


represenlera un hyperboloide de revolution a deux nappes distinct('s ou 
a une seule nappe, ot Ton trouvera 


(III) 


N=-' 

a 


T H : 1 ' = a - 


D’ailleurs, si Ton fait, pour abreger, 

(112) az = Z?-, 

lavaleur de N deviendra 


(ii3) 


N = - a - 

a ^ 


Done r^iiation ( 82 ) donnera 

('i4) k = 2'!:^ 1^^ ^x'^^dx. 
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)r, on vertu de la formiile ( 3 o) de la deuxiomo Le^on, k‘ produit 



xprimcra I’aire comprise cntre les ordonnees correspondant aux ab- 
cissos T„, X, dans Tune dcs hyperboles representeos par les equations 


m 6) 


" 7 ) 


z!_ 



I. 


lela pose, comme la constante £ designera evidenament I’excentricite 
le I’hyperbole (107), la formule (ii4) entrainera la proposition sui- 
'antc ; 


Tiieoreme IX. — Si Von fait Lourner une hyperbole aiilour de son axe 
'del, la surface de la zone engendrde par la revolution d’un arc de cette 
lyperbole sera le produit du nombre ir par la surface comprise entre les 
leux plans qui renfermeront les deux bases de la zone dans une seconde 
lyperbole que Von deduira de la premiere en faisant decroitre V axe riel 
larts un rapport inverse de V excentricite. 

Exemple V. — Concevons quo la courbe (78) coincide avec la pa- 
■abolc 

;u8) y-— 2 px, 

y etant une quantite positive. L’equation (79), rMuite a 
iiig) y- + z^ = 2px, 

representera un paraboloide de revolution, et Ton trouvera 

;i2o) }i = \/2pa; + p^. 

[)n aura, par suite, 

2p p 
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ot la formule (89) donnera 

(121) r"N^^^N= |^(N»-NJ), 

P -^N. ^P 

N„ designant la valeur dc N correspondant a x = x^. Par consequent 
I’aire engendree par la revoliition complete d’un arc do parabolc qui 
tourno autour de I’axe dc cette courbe est le tiers du produit qu’on 
obtient en multipliant le rapport entre le nombre air ct Ic parametro 
par la difference entre les cubes des normales relatives aux deux extre- 
mites de Fare. Si I’on suppose en particulier = o, on trouvera N„ = p, 
et la formule (121) donnera 

, . , 2ir /N’ A 

(122) = — i>-j. 


Exemple VI. — Concevons que la courbe (78) coincide avoc I’liy- 
perbole 

(123) ir/ = iRA 
L’equation (79), reduite a 

( 124 ) = 

4 


representera une surface du quatrieme degre, et Ton tirera de la for- 
mule (90) 

dx 

(120) ^(^)=; 7 rR-/ sect — • 

De plus on conclura de la formule (i 23 ) 

/ , I R“ 

/=-- tangT = ; 

2 a?- 

et, par suite. 




R= 


/a? = ZR — -/2— -Ztangr, — 
2 2 ° ’ X 


dz 


2 SmTCOST 

Par consequent, si Ton nomme la valeur de v correspondant kx = x„, 
la formule (126) donnera 

(• 26 ) ^{ x ) z =- -'-ttr^ , ■ 

2 sinTcos -7 
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De cette derniere, conaparee a la formule (44) de la premiere Leqon, 
on deduit immediatement la proposition suivante : 

TJaire eagendree par la resolution complete d'un arc de 1 hyper- 
bole (i 23 ) tournant autour de V axe des x est le produit de la surface du 
demi-cercle decrit asec le rayon R par un arc mesure sur la logariihmique 

(127) r = 


et tellement choisi qiie V inclmaison de la logariihmique ^ en chacun des 
points situes aux extremites du second arc, coincide asec r inclmaison de 
r hyperbole dans V un des points situes aux extremites du premier arc. 


Cette proposition suffit pour determiner Taire engendree par Tare de 
I’hyperbole; et d’ailleurs on tire de Tequation (126) comLinee avec les 
formules de la page 4^4 


(128) 


= -tuRM 


COSTo COST 


H- / tang — — I tang - V 
2 2 ' 


Exemple Vll. — Lorsque la courbe (78) se reduit a la logarithraique 
represent6e par I’^quation 

(129) y—e", 
la formule (gr) donne 

(130) = e" 


De plus, on tire de I’equation (129) 


et, par suite, 



X X 

dy zi: ^ e'* dx, dx = dr dy\ 


Cela pose, la valeur de peut etre reduite a 

(i3i) 4/(a!) = 2 7ra= r 

^r'o 

designant la valeur de y' correspondant a x = x„. Si tuaintenant 
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on a egard a une formule do la page 436, on trouvera 


r / n r , I / / 7 ; > y' 

J ^frT7--dy= -yWi + 


\/TTy‘ 


const. 


L 

2 COS^T 


+ -1 


I ■+■ sinr 
I — siriT 


const., 


ct la formule (i3i) donnera 


(182) 





si nr 
COS^T 


4- I tang 



sinTfl 

COS‘^To 



Example VIIL — Lorsquc la courbe ( 78 ) se reduit a la chainetto 
representee par I’equation 

£ X' 

e"-fne " 

(loo) Y-=a ) 

2 

on trouvc 
(•34) 

4 

et ro.n tiro de la formule ( 89 ), cn supposant, pour abreger, a?,, = o. 


(•35) 



dx, 


ou, ce qui revient au meme. 


(•36) 




Exemple IX. — Si la courbe ( 78 ) se reduit a la cycloide representee 
par le systeme des equations 

('^7) a: = R(w — sinco), y = R(i — cosco) 

{voir la deuxiemc Legon du Tome I), on aura 

\/i-^f*dx=z \/dx^ -t- dy- = 2^R(i — cosco)^rfto 

.et I’on tirera de la formule ( 91 ), en supposant Tangle w renferme entre 
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les limites o, 27 :, 

(i38) = (i — cosu)® = SttR^ T sin®,-^/w. 

On trouvera d’ailleurs 



Cela pose, si Ton fait, pour plus do commodite, Wo =: o, la Valeur 
de deviendra 

( 189 ) 4 '(‘^) = 47rR^(|-3cosJ + dcos^). 

Si 1 on veut obtenir, en particulier, I’airc A decrite par une branche di' 
la cycloide, on devra prendre, dans la formule (i 39 ),,co = ar., et Ton 
trouvera 

('4o) A = ^7rR2= |(8R)L 

lin terminant cette LeQon nous demontrerons deux theoremes qui 
peuvent etre utiles dans revaluation des aires mesurees sur des surfaces 
de revolution. Si Ton fait tourner, autour dc I’axe des x, non plus la 
courbe ( 78 ), mais celle qui est representee par I’equation 

('4l) y = 

b designant une constante positive, la normale de cette nouvelle courbe 
sera equivalente, non plus au produit 

/(^) v/n-[/'(a:)]S 

mais au suivant 

[6+/(a?)]\/i-t-[/'(a;j]L 

En consequence il suffira de substituer ce dernier produit a la lettre N 
dans le second membre de I’equation ( 82 ) pour obtenir I’aire engendree 
par la revolution complete de I’arc mesure sur la courbe (i 4 i; entre 
les points qui correspondent aux abscisses X; et si I’dn designe 
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cette nouvelle aire par B, on trouvera 

.X ^ 

B = 2tJ /(Jc)\/i-i-[f\.z^)yd:v-^2 7:b \/ 1 -h [f dj: 

I ’-'a-o 



-k^2T:b j dx. 


( 142 ) 


D’ailleurs, si Ton appelle.S I’arc compris sur le cercle ( 78 ) entre les 
points correspondants aux abscisses (Vq, X, on aura, en vertu de la for- 
mule ( 9 ) de la premiere Le^on,^ 

SmT \/T^[f{x)ydx. 


Cela pose, requation ( 14 ^) donnera 
(i 43) B=:A-f-2lT^S. 

Cette derniere formule comprend le theoreme que nous allons enoncer : 

Theoreme X. — Si Von fait successwement tourner un arc de courbe, 
1 ° autour d'un axe choisi arhilrairement , 2 ® autour d'un axe parallele 
separe du premier par la distance 6, la difference entre les deux surfaces 
de revolution engendrees dans les deux hypotheses sera le produit de 
Varc generateur par la circonference que decrirait un point du second 
axe toiirnant autour du premier, pourvu toutefois que les deux axes ne 
rencontrent pas Varc generateur et soient situes d*un mime cote par 
rapport a cet arc. 


Si, dans les equations (i40» (^4^), (i43), on remplagait la constantc 
positive b par la constante negative — b, et si I’gn supposait d’ailleurs 
la condition 


(i44) ' f{^)<b 

remplie pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites x^, X, 
le second membre de la formule (i43) deviendrait A — auiS, et re- 
presenterait, non plus Taire B, mais cette aire prise avec le signe — . 
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On aurait done alors 

(i43) A-HB = 27r6S, 

et par suite on pourrait enoncer la proposition suivante : 

TnEORfeME XI. — Les mimes choses etant posies que dans le thio- 
reme X, si les deux axes de revolution, sont situis, par rapport d I'arc 
geniraleur, le premier d’un c6ti, le second de I’ autre cite, la somtne des 
surfaces de revolution engendrees sera le produit de I’arc geniraleur par 
la circonfirence que dicrirait un point du second axe tournant autour 
du premier. 

A I’aide des theoremes X et XI, que Ton peut etendre au cas rrieme 
oil I’arc de courbe donne serai t rencontre en plusieurs points par des 
plans perpendiculaires a I’axe de rotation, on determinera sans peine 
I’aire B de la zone engendree par un arc de cercle S tournant autour 
d’un axe. En effet, soit R le rayon du cercle, b la distance dn centre 
a I’axe, et H la hauteur de la zone. Concevons d’ailleurs, pour fixer 
les idees, qu’un second axe, mene par le centre du cercle parallelement 
a I’axe donne, nc rencontre pas I’arc S. Si Ton homme A la portion de 
surface spherique engendree par I’arc de cercle tournant autour du 
second axe, on aura, en vertu de la formule (92), 

A=: 21tRH 

et, par suite, la formule (i43) ou (i/p) donnera 

(146) B = 27e( 6S -h RH) 

ou 

(147) B = 27r(6S — RH). 

Si I’arc de cercle devient egal a lademi-circonf§rence, on trouvera 

H = 2 R, S=t;R 


et les equations ([46)> (i47)> rMuites a 

(148) B = 2 TCR( 7 t 6 -h 2 R), 

( 149 ) B = 27tR(7ti> — 2 R)» 
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Iburairout deux valeurs de B, dont la somrne, savoir 
Taire totale do la surface que Ton nommc surface arinulaire. On prou- 
vera de memo que toute courbe qui a iin centre^ en tournant autour d'un 
axe qui ne la rencontre pas, engendre une surface equivalenle aii pi'oduit 
de son peri metre par la circonference quo decrit le centre autour de 


cet axe. 
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QUATRIEME LEgON. 

CUBATCRE DES SOLIDES. 


I-iO problcniG do Ifi cubaturc. dcs solidGs consistc a dotorniinor lo 
volume compris sous line enveloppe donneo. Pour arriver plus facilc- 
ment a la solution generale do ce probleme, nous examinerons d’abord 
Ic cas oil il s’agit d’evaluer le volume d’un cylindre droit a base quel- 
conque. Dans ce cas particulier, la question peut etre immediatement 
resolue a I’aide du tlieoreme que nous aliens iinoncer : 

TueorMe 1 . — Le volume V, compris dans le cylindre droit donl 
U reprdsente la base et H la hauteur, est equivalent au produil de celte 
base et de cette hauteur; en sorte quon a 

(l) V=:HU. 

Demonstration. — Supposons tous les points dc I’espace rapportes 
a trois axes rectangulaires des a;, y, z, et plagons le cylindre de ma- 
niere que, sa generatrice etant parallMe a I’axe des z, le plan de sabase 
coincide avec le plan des x,y. Concevons d’ailleurs que Ton coupe le 
volume V par un plan perpendiculaire a I’axe des x et correspondant 
a I’abscissea;. Enfin soient f{x) la section lineaire faite dans la base U 
par le plan coupant, v la portion du volume V qui se trouve situee par 
rapport a’ce plan du cote des x negatives, et « la portion correspon- 
dante de la base U. Si Ton attribue a x tfn accroissement infiniment 
petit Lx, le volume v recevra un accroissement analogue represente 
par Av. Or il est facile de reconnaitre: i° que la baseAu duvolume Av 
rcstera comprise entre deux rectangles, I’un inscrit, I’autre cir- 
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conscrit, dont les aires seront mesurees par des produits de la forme 

(3) . [/(^)-I]A^, 

(3) [/(x)+J]A.7;, 

I. J designant deux quantiles infiniment petites; 2“ que le volume Ae 
sera lui-meme compris entre deux parallelepipedes qui auront pour 
hauteur H et pour bases les deux aires dont il s’agit. Done la valeur 
du volume Av sera une moyenne entre les deux expressions 

(4) H[/(^) + I]Ax, 

(5) H[/(x)+J]A^, 

ou, en d’autres lermes, on aura 

(6) Ap =Hr/(a;) -h i] Aar, 

I designant une nouvelle quantite infiniment petite comprise entre I 
et J. Si maintenant on divise par Aa; les deux membres de I’equation (6), 
on en tirera 

(7) + 

puis, en faisant converger Aa? vers la limite zero, on trouvera 

(8) 

ou, cp qui revient au meme, 

( 9 ) dy = Uf{a;)da;. 

Cela pose, soient x^, X la plus petite et la plus grande des valeurs de a? 
qui correspondent aux differents points du volume v, ou de sa base u. 
Les fonetions u, e s’evanouiront pour a? = a?, ; et, en integrant les deux 
membres de I’equation (9) a partir de a? = a?„, on obtiendra la formule 
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puis, on prenant x = X, on on conclura 



D’ailleurs, on vertu des equations (79) ct(8o) de la deuxiemc Lecon. 
les integrales quo renferment les formules (10) et (ii) sont precise- 
nient les valeurs des aires u et U- Done la premiere de ces formules 
pout etre reduite a 

(12) 

et la seconde coincide avec I’equation (i). 

La demonstration qui precede devrait etre moditiee, si la section 
lineaire faite dans la surface U par un plan perpendiculaire a I’axe 
des Xt sc transformait en un systeme de plusieurs longueurs distinctes 
representecs par /i(cc), /^(x), /^(x), ... et comprises, la premiere 
entre deux lignes donnees, la seconde entre deux autres lignes, etc. 
Mais alors on pourrait aisement diviser Ic volume V cn plusieurs par- 
ties V|, Va, V3, ..., et la base U en parties correspondantes U,, U,, 

U3 de maniere que les raisonnements ci-dessus employes fussent 

suGBsants pour etablir les equations 

Vi = HUi, Vs^HUj, Va^HUj, ...; 

et, en ajoytant ces dernieres membre a membre, on retrouverait encore 
la formule (i). 

Supposons a present que Ton cherche le volume V termin-e par une 
enveloppc quelconque. Soit F(a7) I’aire de la section faite dans le 
volume V par un plan perpendiculaire a I’axe des x et correspondant 
a I’abscisse x, et nomrnons toujours v la portion du volume V qui se 
trouve situee, par rapport an plan coupant, du c6t6 des x negative.s. 
Si L’on attribue a I’abscisse x un accroissement infiniment petit Acc, le 
volume V recevra un accroissement analogue Av comp.ris entre deux sec- 
tions representees, la premiere par F (x), la seconde par F(ar) -1- A F (x) ; 
et il est clair que, si Ton projette sur le plan de la premiere section, 
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non pas la surface entiere qui enveloppe exterieurcment le volume V, 
mais seulement la zone ou portion de surface qui repond au volume Ac, 
cette zone ainsi projetee sera comprise entre deux courbes tres voisines 
qui formeront les perimetres des bases de deux cylindres droits. Tun 
inscrit, I’autre circonscrit au volume Ae. II resulte d’ailleurs du theo- 
reine III de la deuxiemc Le^on que les surfaces renfermees dans les 
deux courbes dont il s’agit differeront tres peu do la surface F(a-) : 
car ces trois surfaces, coupecs par un plan quelconque parallMe a Taxi* 
des X, fourniront evidcmment trois sections lineaires dont les diffe- 
rences seront infiniment petites. Cela pose, les solidites des cylindres 
inscrits et circonscrits au volume At> se trouveront representees par des 
produits de la forme 

(13) [F(x)+I]A^, 

(14) [F(*)-t-J] Aa?, 

I, J designantdes quantites infiniment petites; et Ton aura par suite 

(15) Ae = [F(a;) -1- «■] AvT, 

£ designantune nouvelle quantite infiniment petite, intermediaire entre 
I etJ. Si, apres avoir divise par Air les deux membres de la formule (i 5 ), 
on fait converger Ar vers la limite zero, on en conclui’a 

(.6) . £ = F(x), 

ou, ce qui revient au meme, 

( 17 ) dv — '£{x)dx. 

Enfin, si Ton nomme x„ et X la plus petite et la plus grande des valeurs 
de X qui correspondent aux differents points du volume V, c’est-a-dire, 
en d’autres termes, les limites entre lesquelles I’abs/iisse x doit rester 
comprise pour qu’un plan perpendiculaire a I’axe des x et corrcspon- 
dant a cette abscisse rencontre le volume V, on tirera de I’equation (17) 
integree a partir de x = x^ 
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' 9 ) \= f^-F{a:)dx. 

La formule (19) subsiste evidemmentdans le cas memo ou I’aire F(d^) 
lo la section faite dans le volume V pai* un plan perpendiculaire a 
I axe des x se change en une somme de plusieurs aires F,(a;), F.,(ir), 
•••, torminees par divers contours. Alors le volume Y est la 
somme de plusieurs volumes representes par les integrales 



dans chacune desquelles la fonction sous le signe j a constamment ou 
lino valour positive ou une valeiir nulle, tandis que I’abscisse x varie 
cntrc les limitcs Xf,, X. Cela pose, on aura tout a la Ibis, dans le cas 
dont il s’agit. 



I< ( a; ) — . F 1 ( ^ ) -H F s ( a; ) H- Fa ( a; ) + . . . , 
f ¥t{a!)dx+f Ti(x)dx-hf Fsix) dx -h . . 

•^0-, o', IV 


ot Ton on conclura encore 



h 


Commc, dans la formule (19), F(a?) represente I’aire d’une surface 
plane comprise dans un plan parallele a I’un des plans coordonnes, il 
est clair que la valeur de F (^x) pourra toujours etre facilement deter- 
rainee a I’aide des principes etablis dans la deuxieme Legon. 

Supposons, pour fixer les idees, que, iCj, X etant deux quantites 
constantes, y^, Y deux functions de Invariable x, etz#, Z deux fonc- 
tions des variables x, y, on demande le volume renferme, d’une part, 
(Mitre les deux surfaces courbes representees par les equations 

(20) 

(21) 
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d’autre part, cntre les deux surfaces cylindriqiics representees par les 
equations 

(22) 7 = Jo. 

(23) J = Y;- 

d’autre part, enfin, entre Jes deux plans 

( 24 ) a? t= 

( 20 ) X = 'S.. 

La section F(ar) faite dans ce volume par un plan parall^'lc au plan 
des j, s et correspondant a une valeur particuliere de I’abscisse x sera 
comprise entre quatre lignes, savoir : deux courbes et deux droites pa- 
rallMes a I’axe des z. Ajoutons que, pour obtenir les equations de ces 
quatre lignes, il suffira de regardcr rabscissca; comme constante dans 
les formules (20), (21), (22) et ( 23 ). Celapose, si I’on nomme /(a?, j) 
la section lineaire faite dans la surface F(£i7) par un plan perpendicu- 
laire a I’axo des j et correspondant a une valour particuliere de.j, on 
aura evidemment 


(26) 


fix,y) = 2 — zt; 


et la formnlc (80) de la deuxieme Le^on, ainsi quo la formule (42) de 
la troisieme Le^on, donnera 

( 27 ) F(^) = /' 

•O'. 

ou, cc qui revient au meme. 


(2g) 




Z 


dz. 


En consequence I’^uation (rg) pourra etre presentee sous I’unc des 
formes 


( 29 ) f A^yy)dydx, 

\ Y Z \ Y 

(30) V r f f dzdydx:=z[ C {7j — ZQ)dydx, 

•^•>*0 ^>'0 
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II 6st bon d’obsei'vcr quo la fonction y) ronfermee sous Ic sign? 
d’integration dans la formule (29) est precisement la section lineaire 
faito dans le volume V par le moyen de deux plans perpendiculaires 
aiix axes des x et des y. De plus on reconnaitra sans peine que la 
tormulc (29) s’etend au cas meme oil cette section lineaire, cessant 
d’etre limitec par los surfaces (2o)et(2i), se transformerait en une 

somme. de plusieurs longueurs distinctes, representees par 

1 

/j(v, 7), Mx,y), ... 

et comprises, la premiere entre deux surfaces donnees, la seconde entre 
deux autrcs surfaces, etc. 

On pourrait encore etablir la formule (29) par des raisonnements 
semblables a ceux que nous avons employes dans la troisieme Lecon. 
En effet, supposons d’abord que les quantiles r„, Y sereduisent a des 
quantiles constantes, e’est-a-dire independantes de la variable x. Alovs 
le volume designe par V sera compris d’une part entre les surfaces (20) 
et (21), d’autro part entre les quatre plans mcnes perpcndiculaire- 
ment aux axes des x etjpar deux droites parallMes a I’axe des 2, dont 
la premiere correspondra aux coordonnecs x^, la seconde aux coor- 
donnees X, Y. Or, si Ton remplacc la seconde parallele par une troi- 
sieme qui corresponde a des coordonnees quelconques x, y, le volume V 
se changera cn un volume variable qui sera fonction de x et de y. 
Representons ce dernier par o{x, y'), et soient A.r, Ay des accroisse- 
ments infinimcnt petits attribues aux coordonnees x, y. Le volume tres 
petit designe par 

Ay Ax ®(^, 7 ) 

sera evidemment une quantile moyenne entre les solidites de deux 
parallelepipedes rectangles, I’un inscrit, I’autre circonscrit, et par 
consequent entre deux produits de la forme 

[/(^» 7) -t- 1 ] Aa: A7, [f{x, 7) -1- J] A^ Ay, 

I, J etant deux quantites infmimentpetites. On aura done 

(30 AyAx^{x,y) = [/(ar, 7 ) + i] Ax Ay, 
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i designant encore une quantile infiniment petite moyenne entrc I et J. 
Si dans I’equation (3i) on fait converger d’abord Ay et ensuite Aa; vers 
la limite zero, on obtiendra deux autres equations de la forme 


( 32 ) 
(33 i 


f) Aa y f a?, y ) 


dr 


= [/(«. 7) 


d^cf(x,y) _ 


puis, en integrant la formule (33), i° par rapport a j a partir dc 
.y = j'o, 2 ° par rapport k x k partir dc x = Xo, et observant quc la 
fonctiono(a;,y) doit s’evanouir, non seulementpour a; = quel quo 
soil j, mais encore pour y = Ya, quel que soil x, on trouvera 


(34) 


9(^. r) = r f /(a^, y) dydx. 


Enfin, si dans I’equation (34) on pose a? = X, y = Y, on obtiendra 
I’equation ( 29 ), qui se trouvera ainsi demontree pour le cas particulicr 
ouJq, Y se reduisent a des quantiles constantes. 

Concevons maintenant que Ton veuille revenir de ce cas particulier 
au cas general. On commencera par integrer la formule (32) par rap- 
port a la variable j entre les limites j*. Y. On etablira ainsi I’equation 

(35) Aa, 9 (a;, Y) = ^x C [f{x, y) 4 - j] dy, 

dy, 

qui determine le volume A^^(a;, Y) compris d’une part entre les sur- 
faces ( 20 ) et ( 21 ), d’autre part entre quatre plans paralleles deux a 
deux, savoir : deux plans perpendiculaires a I’axe desy, separes Tun 
de I’autre par une distance egale a Y' — r„, et deux plans perpendicu- 
laires a 1 axe des a?, dont la distance tres petite est representee par Aa?. 
On supposera ensuite que, dans les equations ( 22 ) et (23), X 
cessentde representer des quantiles constantes etdeviennent fonctions 
de x% puis on designera par v = '\i{x) la partie du volume V retranchee 
par un plan perpendiculaire a I’axe desa;, qui correspond a I’abscissc x, 
et situee par rapport a ce plan du cote des x negatives. Alors on prou- 
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vera sans peine que le volume A^(a;) est une quantile moyenne entre 
deux autres volumes semblables a celui quo determine I’equation (35), 
el representes par des produits de la forme 

'^V+J 

( 36 ) Ax [/( ^, J) -t- 1] df, 


1 ou J designant une moyenne entre Ics divers accroissements que 
regoit ju ou Y tandis que Ton attribue a I’abscisse x divers accroisse- 
ments infiniment petits et renfermes entre les limites o, Ax. Done le 
rapport 


(37) 




sera intermediaire entre deux integrates de la forme 
(38) f [/ix,f) + i]dy 

ct dans chacunc desquelles f, I, J seront des quantiles infiniment 
petites. D’ailleurs, si Ton fait decroitre indefiniment la valeur nume- 
rique de Ax, les deux integrates dont il s’agit convergeront Tune et 
I’autre vers une seule limite, savoir 


(3p) 


X 


Y 

/(^, y)d.f. 


Done la limite du rapport (Sy), ou la fonction derivee sera 

equivalente ii I’expression ( 39 ); et Ton aura 


(4o) 


d 4 '(^) _ 

dx 


=/■ 


f{x,y) dy. 


En integrant cette derniere equation a partir dea; = a;o, et observant 
que 'I'C®) s’evanouir avec la diflerence x — a;„, on en conclura 


(40 


<h{x)—C C f{x,y)dydx-, 


puis', cn posant dans la formule (4i) £C = X, on retrouvera I’equa- 
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tion(29), qui sera ainsi demon tree pour le cas memo oil les seconds 
membres des equations (22) et (28) deviennent des fonctions de la 
variable cc. 

La formulc (29) donne lieu a des remarques semblables a celles quo 
nous avons deja fades sur la formule (80) de la deuxieme Logon et sur 
la formule ( 34 ) de la troisieme. Ainsi, par exemple, si les surfaces 
cylindriques representees par les equations (22) et ( 23 ) se coupent 
suivantdeux generatrices, et si Ton suppose que, dans la formulc (29), 
cc„, X designent precisement les abscisses des points situes sur les 
generatrices dont il s’agit, le volume V sera limite dans tons les sens, 
ou par les surfaces courbes(2o) et (21), ou par les surfaces cylin- 
driques (22) et (23). II en serait encore de meme si les deux surfaces 
cylindriques se touchaient suivant les generatrices correspondant aux 
abscisses X. Ces deux surfaces cylindriques se rkluiraient a une 
seule si les deux fonctions Y represen talent deux valeurs de j tirecs 
d’une seule equation entre j eta;. Enfin, dans cette derniere hypotliesc, 
il pourrait arriver : 1° que les surfaces (20) et (21), etant distinctes 
Tune de I’autre, se coupassent suivant une courbe tracee sur la surface 
cylindrique; 2° que 2(, et Z fussent les deux valeurs de z tirees d’uno 
seule equation 

( 42 ) i{x,y,s) = o 

propre a representer une surface convexe et fermee de .toutes parts, a 
laquelle la surface cylindrique se trouverait circonscrite. Dans le pre- 
mier cas. ie volume V serait limite dans tons les sens par les sur- 
faces (20) et (21); dans le second cas, V designeraitle volume corapris 
dans la surface (42). 

Si Ton supposait, dans Tequation (20), 2„ = o, alors lo volume V 
determine par la formulc (29) serait celui qui se trouve limite, dans le 
sens des x, paries deux plans (24) et (2$); dans le sens desy, par les 
surfaces cylindriques (21) et (22); enfin, dans le sens des s, par le plan 
des a;, y et par la surface 

( 43 ) 


= =f{^,y)- 
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II nous reste a montrer quelques applications des formules ci-dessus 
etablies. 

Supposons d’abord qu’apres avoir trace, dans Tun des plans (24) 
ct (25), une lignc ou un contour quciconque qui renferme une aire 
egale a B, on promene sur les dilFerents points de ee contour une 
dioito qui reste toujours parallelc a clle-menie, sans etre parallele au 
plan desy, z. Cette droite engendrera une surface cylihdrique; et, si 
1 on coupe Ic volume V renferme dans cettc surface ontre les plans (24) 
et (20) par un autre plan perpendiculaire a Taxe des cc, la section 
obtenue sera une nouvelle surface plane que Ton pourra superposer a 
la surface B. On aura done generalement, dans cotte bypothese, 

(44) F(a:)=:B; 
et la formule (19) donnera 

(45) V = B r da; = B(X-a;„). 

Si, pour abreger, on designe par H la distance des deux plans (24) 
ct(25), on aura simplement 

(46) V=BH. 

Cette derniere equation coraprend un theorfeme que Ton peut enoncer 
comme il suit : 

TmioRfiME II. — Le volume V compris dans un cylindre oblique dont 
B represente la base et H la hauteur est equivalent au produit de cette. 
base el de cette hauteur. 


Considerons maintenant une surface conique dont le sommet coin- 
cide avec I’origine des coordonnees. Concevons d’ailleurs que Ton 
prenne pour base do cette surface une courbe plane dont le plan soit 
perpendiculaire a I’axe des x et coupe le demi-axe des x positives a la 
distance i do I’origine. Enfin soient v], X, les coordonnees variables de 
la courbe dont il s’agit, et 


( 47 ) 
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son equation. La generatiuce qui passera par le point (•/], '() do cetto 
courbe sera evidemment representee par les deux formules 

(«) S=’>’ !='■ 

Or, si entre ces dernieres et la forinulc ( 47 ) on elimine y] et il cst 
clair que I’equation resultante, savoir 

(49) /(S’s)=«’ 

sera verifiee pour tous les points de toutes les generatrices. Elle repre- 
sentera done la surface conique. Cela pose, soit A I’aire comprise dans 
la courbe (47)- Comme la section faite dans la surface conique par un 
plan perpendiculaire a I’axe des x sera la courbe plane que represento 
I’equation (49) quand on attribue a I’abscisse x une valeur constante, 
et, par consequent, une courbe semblable a la base de la surface conique, 
on conclura du theoreme II de la deuxieme LeQon (corollaire IV) que 
I’aire comprise dans cette courbe est equivalente au produit Aa;-. On 
aura done, dans le cas present, 

(50) F(a:) = Aa;®, 

et le volume V du tronc de cone renferme entre les deux plans x-^x^, 
X = X sera determine par I’equation 

(51) Y = Af 

Si Ton veut obtenir en particulier le volume du cone termine par la 
surface (49) et par le plan x = X, on devra poser, dans I’equa- 
tion (oi), a;u = o, et Ton trouvera pour le volume cherche 

(52) V = jAXL 

D’ailleurs, si Ton nomme H la hauteur du coneet B la base comprise 
dans le plan qui le termine, on aura evidemment 

H = X, . B = F(X) = AX*. 
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Par consequent I’equation (Sa) deviendra 

(53) V = |bh. 

Cette derniere comprend un theoreme que Ton peut enoncer comme il 
suit : 

TiiEOUEStE III. Le volume compris dans un cone d base cpxelconque 
esl le tiers du produit qu onobtienten mullipliant la base par lahauteur . 

Rovcnons au tronc de cone dont I’equalion (5 1 ) deternnine I'e volume. 
Si Ton designe par 6 et B les bases qui terminent ce tronc de cone, et 
par H sa hauteur, on aura evidemment 

H = bz^kxl, B=AX^ 

Par consequent I’equation (5i) donnera 

(54) V=iH(B + 5-hv^B6), 

et Ton pourra enoncer ce theorfeme : 

TtiEORfcME IV. — Le volume V d’un tronc de cone compris entre deux 
plans paralleles esl le tiers du produit qu’on obtient en mullipliant la 
hauteur par la somme de trois surfaces respectwement equivalentes aux 
deux bases du tronc de cdne et d une rrvoyenne proportionnelle enlre ces 
deux bases. 

II est clair que les theoremes I et 11 s’etendent au cas m4me oil la 
courbe ( 47 ) se transformcraiten un systeme de plusieurs lignes droites 
ou courbes et, par suite, au cas ou le cone que Ton considere serait 
remplace par une pyramide a base quelconque. On se trouve ainsi 
ramene a des theoremes que Ton demontre dans la geometrie elemen- 
taire. 

■ Concevons encore que, apres avoir trace dans le plan des x, y une 
courbe representee par I’equation 

(55) . 
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3n fasse tourner cetto courbe autour dc I’axc des x. Elle engendrera 
une surface dc revolution dans laquelle la section faite par un plan 
perpendiculaire a I’axe des x sera precisement un cercle qui aura pour 
rayon I’ordonnee de la courbe generatrice. Done, si Ton designe par y 
cette ordonnee, la surface du cercle, ou la valeur dc F(ar), sera deter- 
minee par la formule 

r(a;) = 71/®. 

Celapose, le volume V compris dans la surface de revolution entre les 
plans (24) ct (25) deviendra [cn vertu dc I’equation (19)] 

(56) Y = f-dx. 


Si Ton remplace le plan perpendiculaire a I’axe des x et correspondant 
a I’abscisse X par un plan parallels correspondant a I’abscisse variable x, 
alors, a la place du volume V, on obtiendra le volume v determine par 
la formule (18), de laquelle on tirera dans le cas present 


(37) 



Appliquons cette derniere formule a quelques exemples. 

Exemph I. — Si la courbe ( 55 ) coincide avec le cercle ropresente 
par I’equation 

( 58 ) = 


on tirera de I’equation (57), en posant, pour plus de commo- 
dite, Xo = o. 


(Sg) 



= j 7rR®a: + 


II resulte de la formule (59) que le volume d’un segment sphirique 
compris entre deux plans paralUks dont Vun passe par le centre de la 
spAire surpasse le volume du c 6 ne construit sur la hauteur du segment et 
sur sa plus petite base d’une quqntite precisement egale a la surface de 
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z zone qui enveloppe le segment multipliee par le tiers da rayon de la 
ohire. 

Si la hauteur x de co meme segment devient egale au rayon R, le 

olumo V se reduira simplement au produit li^R*, et le double de ce 
iroduit, ou la quantite 

60) 

epresentcra Ic volume de la sphere, ainsi qu’on le demontre en geo- 
netrie. 

Exempk II. — Si la courbe (55) coincide avec la parabole repre- 
lentee par I’equation 

61) y^=ipx, 

)n tircra de la formule (07), en posant a;o = o, 

r* I 

62) v—Tcpt 2xdx = T:px^= —‘Ky^x. 

[1 resulte de la formule (62) que le solide engendre par la revolution de 
la parabole (61) prolongee jusqa’au point dont Vabscisse est x a pour 
mesure la moitie du produit de sa hauteur x par la surface Tzy^ du cercle 
qui lui sen de base, ou, en d'aulres termes, la moitie du volume du 
cylindre circonscrit. 

Exemple III. — Si la courbe (55) se reduit a celle que represente 
I’equation 

( 63 ) y = kx«, 

A et a etant deux constantes reelles, on tirera de la formule (57), en 
posant, pour plus de commodite, a?,, = o, 

j C^ J 

I dx = 'Kk^ Tzy-x. 

2a -H I 2a -h I 
0 

Si la constante a est positive, I’equation (63) representeraune parabole 
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du degre <z, et Ton conclura de la fomule (64) qne le solide engendrd 
par la revolution de cetle parabole prohngee a partir de I'origine jusquau 
point dont x designe I’abscisse renferme un volume qui est au volume du 
cylindre circonscrit comme I’ unite au nomhre aa -f- 1 . Dans le cas parti- 
culier oil Ton suppose « = on se trouve ramene au troisieme exert) pie. 

Exemple IV. — Si la courbe (55) coincide avec la logarithmiquc 
representee par I’^uation 

( 65 ) y = a\x, 

on tirera de la formule (57), en posant x^ = o, 

( 66 ) {\xY dx :=iTza^ x\{).xY — 2lx-^2'\. 

'lo 

* 

Si I’equation de la logarithmique etait presentee sous la forme 

.r 

(67) r = 

alors on trouverait, en supposant toujours x^ = 0, 

(68) e“rfa 7 =:— (e " — = — i). 

Ja ^ 2 


Exemple V. — Si la courbe (55) coincide avec la chainette repre- 
sentee par I’equation 

X X 

V e^-he " 

(69) y = a , 


on tirera de I’equation (57), en posant x^ = o. 


(70) 




4- 2 + e y doo = 




Quelquefois on facilite revaluation des volumes e et V en rempla- 
Oant dans les formules (56) et (67) la variable x par une autre variable. 
Concevons, pour fixer les idees, que la courbe (55) se reduise k la 
inepresentee par les eqfiaJaons (58) de la deuxieme Lecon, 



Alors on trouvera 
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dx = ydtii, — COSw)®i/co, ' 

et, en clesignant par co, la valeur de w correspondant a x = Xq, 
tirera de I’^uation (Sy) 


on 


(70 


(I — cosu)®crw. 


Si 1 on suppose en particulier x^ = o, on aura necessairement = o 
et, par suite, 


i> = uR^ f (i— cosw)*fi?co. 
Ja 


( 72 ) 

On a d’ailleurs 

(i — cosu)5 = 2’sin® - = — ? — - 

2 ( — 2 ^ 

= ^(10 — 15 cos CO 4 - 6 cos 2 CO — cos 3 CO ). 


Done la formule ( 72 ) donnera 


(73) 


o . I 

( loco •— ID sin CO + 3 sin 2 CO — j sin 3 CO 


Comme, dans les equations precedentes, co represente Tangle qiie 
decrit en tournant le rayon du cercle generateur de la cycloide, il est 
clair qu’il sufTira de poser co = 2 tu pour deduire de la formule (yS) le 
volume du solide engendre par la revolution de la premiere tranche 
de la cycloide. Done, si Ton designe par V ce volume, on aura 


(74) 


V = 57r*R’. 


Si Ton faisait tourner, autour de I’axe dcs x, non plus une seule 
courbe representee par I’equation (55), mais deux courbes representees 
par deux equations de la forme 


(75) 

( 76 ) 


j=yo. 


et Y etant deux fohetions do la variable x dont les valeurs fussent 
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toujDurs positives entre les limites ac = a; = X, le volume compris 
d’une part entre les surfaces engendrees par la revolution de ces deux 
courbes, d’autre part entre les plans (24) ct (sS), aurait evidemment 
pour mesure, non plus le second membre de I’equation ( 56 ), mais la 
difference des integrales 



Y^dx, 



de sorte qu’en designant par V ce volume on trouverait 

( 77 ) Y = nf (Y-— yl)dx=^'i% 

Pour deduire directement I’equation (77) de la formule (19) il suffit 
d’ observer que le volume dont il s’agit en ce moment, etant coupe par 
un plan perpendiculaire a I’axe des sc, donne pour section unc zone 
comprise entre deux circonferences de cercle dont les rayons coincident 
avec les ordonnees jo, Y. On a en consequence, dans le cas present, 

( 78 ) F(^) = 7rY*-7r7?=7T(Y^-7j). 




J f 


Or, si Ton substitue la valeur precedente deF(a7) dans la formule (19), 
on retrouvera I’eqiiation (77). Il est bon de remarquer que le volume V 
determine par I’equation (77) est precisement celui qu’engendre, en 
tournant autour de I’axe des sc, la surface plane U renfermee dans Ic 
plan des x, y, d’une part entre les courbes (75) et (76), d’autre part 
entre les deux ordonnees correspondant aux abscisses et X, Cela 
pose, concevons que tous les points de la surface II s’eloignent do I’axc 
des X de maniere que la distance de chacun d’eux a cet axe croisse do 
la quantite b, ou, ce qui revient au meme, concevons que I’on fasse 
tourner la surface U autour d’une droite parallele a I’axe des x et situec 
a la distance b de cet axe. Il est clair que le nouveau solide engendre 
par la revolution de la surface U offrira un volume equivalent a la 
difference 
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ot, par consequent, a la somme 

( 79) V 21l 6 U. 

11 serait aise do reconnaitre qu’on arrivera it encore a la memo conclu- 
sion si la surface U etait limitee dans tous les sens par les courbes (yS) 
et (76), ou comprise, soit dans une soule courbe, soit dans un contour 
forme par un systeme de plusieurs ligncs. D’ailleurs le produit 2tJj 
represente evidemment la circonference du cercle qui a pour rayon la 
distance b, et Taxe deso; peut comcider avec une droite quelconque 
tracee arbitrairement dans Ic plan dc la surface U, mais en dehors do 
cette surface. On pourra done enoncer la proposition suivanfce : 

TuEORiiME \ . — Si Von fait tourner une surface plane: autour cViin 
axe situe dans le plan de cette surface^ mais qui ne la traverse pas; 
2° autour d' un axe parallele, plus eloignd de La surface dont il s agit, et 
situe d la distance h du premier, les valeiirs des solides engendres par la 
revolution de la surface autour du second et ^du premier axe donneront 
pour difference un volume egal au produit de cette mSme surface par la 
circonference du cercle dont le rayon coincide avec la distance entre les 
deux axes. 


Concevons main tenant que la surface plane U soit divisible en deux 
parties symetriques par une droite meneo parallelement a I’axe des x 
et a la distance b dc cet axe. Dans ce cas, les equations (70) et (76) 
se presenteront sous les formes 

(80) y —l, 

(81) y=b 

et la formule (77) donnera 




j [6 -h — \b — f(a7)]2 j dx. 


OU, ce qui reyient au meme, 

(82) f dx ; 
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et, comme on aura d’ailleurs 

\] =1 j[ & f(^)] — — /' 

on troiivera encore 


(S3) V = 27r5U. 

On prouverait facilement que la formule (83) subsisto lorsque la sur- 
face U est confiprise ou dans une seule coiirbe fermee do toutes parts, 
ou dans un contour quelconqiie, pourvii que cette courbe ou ce contour 
soit divisible en deux parties symetriques par la droite r On pent 
done enoncer le tlieoreme suivant : 


Theoreme VI. — Lorsquune surface plane est dinsihle par un axe en 
deux parties symetriques , le solide engendre par la revolution de cette 
surface autour d'lin second axe parallele au premier, et trace dans le 
plan de la surface, mais de maniere quil ne la traverse pas, est equivalent 
au produit de la mime surface par la circonference du cercle qui a pour 
rayon la distance entre les deux axes. 


Ainsi, par exemple, le solide qu’ongendre la revolution de Tellipse 


(84) 



z! 




autour de la tangente menee par Tune des extremites de I’axe 26 est 
equivalent au produit qu’on obtient en multipliant la surface izab de 
I’ellipse par la circonference 2'n:6 que decrit le centre de cette courbe. 
Done le volume V de ce solide est determine par I’equation 

(85) V = 

On pourrait encore deduire de Tequation (19) un theoreme digne 
de remarquo et dont voici llenonce : 

Theor^:me VII. — Etant donnes deux plans paralleles a un axe avec 
un contour ferme dans I un de ces deux plans, si Von fait mowoir une 
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droile de manidre quelle passe successwemenl par les diffirents points de 
ce contour, et forme toujours wi angle droit avec V axe que I’ on considdre, 
le volume V du solide compris entre la surface courbe engendree par la 
droite et les deux plans donnes sera le produit de sa hauteur par la demi- 
somme des surfaces planes qui lui servent de base. 

Demonstj'aiion. — Prenons I’axe donne pour axe des x, et soil b la 
distance des deux plans paralleles'a cetaxe. Si Ton coupe le volume Y 
par un plan perpendiculaireau meme axe etcorrespondant a I’abscissea?, 
la section F(a7) qui en resulterasera evidemment un trapeze dans lequ el 
les cotes parallMes se reduiront aux sections lineaires faites par le plan 
coupant dans les deux bases du volume Y. Done, si I’on designe 
par /(a;) et par les deux sections lineaires dont il s’agit, on aura 

h 

2 [/(•») -+- 

et la formulo (19) donnera 



2 


Or I’equation (86) fournit immMiatement le theorem e VII. 

Pour montrer uno application de la formule (29), supposons que 
Ton demande le volume V renferme entre le plan des x,y, une surface 
cylindrique dont la generatrice soit parallele a I’axe des 5, et la sur- 
face du paraboloide hyperbolique que represente la formule (86) de 
la quatorziemc Legon du Tome I, savoir 

(87) xy = cz. 

On trouvera dans ce cas 
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Si la base de la surface cylindrique se reduit au cercle represcnte par 
I’equation 

( 89 ) (x — «)’■+•(/ — = 


« ct J designant des quantiles positives et plus grandes que le rayon R, 

on aura 

y^=b— \/R-— (« — a)S 

Y“i+V'R'-(:r-a)S =46\/R’-- {-x^-ay-. 


et, par suite, 
(90) 


os Q — ctf — R , N. — SI R , 


A , + R 

V = 2 — / v/R® — ( jj — aYxdx\ 


puis on en conclura, en posant x — a = R«, 

/, * , 

( 91 ) V = 2 -R=/ (a + Rt)\Ji — fidt. 

^ --1 

D’ailleurs on a evidemment 


tandis que I’integrale 



representant la moitie de la surface du cercle qui a pour rayon I’uni te, est 
equivalentc a Cela pose, on tirera evidemment de I’equation (91) 

(92) V = jrRs — . 

a 


Done le volume V sera le produit de s£l base ■tcR- par une quatrUme pro- 
portioTineUe aux trois longueurs a, h fil v. 

Si Ton substituait a la surface (^lindrique qui a pour base le 
cercle (89) un systeme de quatre plans perpendiculaires aux axes 
dfesaiet desy, alors il faudraitf dans T^quation (88), r6duire les quan- 
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tites Jo, Y a des quantiles constantes, et Ton trouverait 


(93) ■ 
ou, cc qui revient au memo, 

(94) V = (y — .-r„) ( V — 4 - Xjo+ X Y 

4c 

D ailleurs Ic produit (X — a;o)(Y — j#) represente evidemment, dans 
le cas que nous considerons ici, la surface du rectangle qui sort do base 
au volume V. De plus, si Ton pose 


(95) 




XY 


c* ’ 


-t, -o, ^3, designeront evidemment les quatre ordonnees du parabo- 
lo'idc hyperbolique correspondant aux quatre sommets de ce rectangle, 
et I’equation (94.) donnera 

(96) V = (X-^o)(Y-Jo) ^-^^^^~^^^ - 

Ajoutons quo, pour construire le paraboloide hyperbolique, il suffira 
(voir la quatorzieme Le?on du Tome I) de tracer le quadri latere gauche 
dont les sommets coincident avec les extremit^s des ordonnees 5,, z^, 
^3, et do faire mouvoir sur deux cotes opposes de ce quadrilatere 
unc droite qui reste constamment comprise dans un plan parall^leaux 
deux autres cotes. Celapose, on deduira de la formule (96) la proposi- 
tion suivante : 


TnitORfiME VIII. — Si, apris avoir trace sur les quatre faces laleraks 
d’un prisme droit d base rectangulaire un quadrilatere gauche, on fait 
mouvoir une droite sur deux cdtds opposes de ce quadrilatere, de maniere 
queUe reste constamment parallele aux plans des faces qui renferment 
les deux autres c 6 tes, le volume compris enire la surface engendrie par 
cette droite et le rectangle qui sort de base au prisme sera le produit du 
rectangle dont il s’agit par le quart de la somme des quatre longueurs 
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comptees sur les ardtes du prisme entre les sommets du rectangle el ceux 
da quadrilalere. 

Au reste, le theoreme VIII se trouve evidemment compris, commo 
cas particulier, dans le theoreme VII. 

Aux diverses propositions ci-dessus etablies on pent en joindre 
plusieurs autres qui sont d’une grande utilite dans revaluation dcs 
volumes, et que nous aliens faire connaitre. 

Nous observerons d’ahord que la formulc (19) peut etre remplacee 
par le theoreme dont void I’enonce : 

ImtORfeME IX. — Pour determiner le volume. V compris sous une erwe- 
loppe donnie, il suffit de mener un axe quelconque et de tracer, dans un 
plan fixe passant par cet axe, une courbe auxiliaire telle que la section 
faite dans le volume par un plan mobile perpendiculaire a. I’axe soit 
toujours equicalente au rectangle construit sur une ligne donnee b et sur 
la section lindaire faite par le plan mobile dans la surface renfermde 
entre I axe et la courbe. Si I on suppose cette surface limitde, dans le sens 
de I axe, par les deux droiles suivant lesquelles le plan mobile, parvenu 
aux deux positions extremes quit peut prendre, coupe le plan fixe, et si 
on la multiplie par la longueur h, le produit sera prdcisement la mesure 
du volume proposd. 

Ddmonstration. — En effet, si I’axe que Ton considde est pris pour 
axe des x, et si I’on nomme toujours F(ic) la section faite dans lo vo- 
lume par un plan mobile perpendiculaire a cet axe et correspondant a 

I abscisse x, sera I’ordonnee de la courbe auxiliaire, ou, on 
d’autres termes, la section lineaire faite par le meme plan mobile dans 
la surface renfermee entre I’axe et la courbe; et cette surface fen vertu 
de la formule (i i) de la deuxieme Leeon] sera equivalente a I’integralc 



Or,. St, I’on multiplie Fintegral-e (97) par la longueur b, on obtiendra 
Avi^eamentpour produit la valeur de V d6termin6e par la formule (19). 
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Corollaire I. — Si le volume V se trouve renferme dans un cone ou 
dans une pyramide a base quelconquc, et si I’on prend pour axe des 
abscisses une droite perpendiculaire a la base, la section f(oc) sera 
proportionnello au carre de x, et la courbe auxiliaire sera une parabole 
qui aura pour axe I’axe des ordonnees. Or, en vertu de ce quia ete dit 
dans la deuxieme Legon, la surface comprise entre I’axe des x, la para- 
bolc et une ordonnee de cette courbe, sera le tiers du rectangle cir- 
conscrit. Cela pose, on conclura immediatement du theoreme IX que 
le volume compris dans un cone ou dans une pyramide a base quel- 
conquc est le tiers du volume renferme dans un cylindre ou dans un 
prismc circon'scrit, c’est-a-dire dans un cylindre ou dans un prisme 
construit avcc la meme base et la m6me hauteur. On est ainsi ramene 
immediatement au theoreme III. 

Corollaire II. — Si la section F(a5) sc reduit a un trapeze dont Ics 
cotes paralleles representent les sections lineaires faites dans deux 
surfaces planes dont les plans soi'ent paralleles a I’axe donne, et si Ton 
suppose quo la longueur h designe precis6ment la distance des deux 
plans, I’ordonnec de la courbe auxiliaire sera precisement la demi- 
somme des sections lineaires dont nous venons de parler; d’oii Ton 
conclura sans.peine que I’aire comprise entre I’axe des x etla courbe 
auxiliaire est la demi-somme des deux surfaces planes. Cela pose, on 
deduira immediatement du theoreme IX le theoreme VII precedemment 
demontre. 

On determineraitavec la meme facilite, par le moyen du theoreme IX, 
lo volume compris entre deux plans dans une sphere, dans un hyper- 
bolo’ide, dans un ellipso’ide, etc. Ajoutons qu’a I’aide de ce theoreme, 
ou des equations (19) et (29), on peut encore etablir les propositions 
suivantes : 

Tn^iORfiME X. — Si les sections faites dans deux volumes par un sys- 
tdme de plans parallSles les uns aux autres^ont entre elles dans un rapport 
constant, les deux volumes seront entre eux dans le mime rapport. 

Ddmonstration. — Supposons les differents points de I’espace rap- 
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portes a trois axes rectangulaires des x, y, z, ct I’axe des x perpendi- 
culaire aux plans paralleles dont nous venons do parler. Si Ton 
nomme F(£c) et ^{x) les sections faites dans les deux volumes par un 
de ces plans, savoir, par celui qui correspond a I’abscisse x, on aura, 
par hypothese, 

( 98 ) S{x) = cV{x), 


c designant ui) rapport constant. Soient d’ailleurs x„ et X les li mites 
entre Icsquelles I’abscisse x doit rester comprise pour que le plan cor- 
respondant a cette abscisse et perpendiculaire a I’axe des x rencontre 
les deux volumes. En vertu de la formule (19), le premier volume sera 
evidemment mesure par I’integrale 



tandis que le second volume sera mesure par I’integrale 



Or on tire do Tequation (98) 



et il est clair que cette derniere formule comprend le theoreme enonce. 

Corollairel. - Deux volumes sont equivalents lorsqu’un plan mo- 
bile, constamment parallele a un plan donne, coupe ces deux volumes 
suivant des sections qui restent toujours egales entre elles. 

CoroUairell. — Supposons que Ton designe par a, h, c trois constantes 
positives, et comparons entre eux les volumes renfermes entre deux 

plans perpendiculaires a I’axe desa; : 1° dans la sphbre representee par 
I’equation 


(too). 


a;»4-^-S-l_aS_arS. 
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(lOl) 


00 ^ 



H- 


3 ^ 


=: I. 
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On reconnaitra faciletnent que les sections faites dans ces deux volumes 
par un meme plan perpendiculaire a I’axe des as et correspondant a 
1 abscisse a; se reduisent, la premiere a un cercle qui a pour rayon le 
radical 

et pour surface le produit 

(io2) n{a- — x^), 

la seconde a une ellipse qui a pour demi-axes les quantiles 

b — c — 

a ' a ^ 


et pour surface le produit 

(io3) Z^(as_^ 2 )_ 


Or, comme les expressions (io 3 ) et (102) sont entre elles dans le 
rapport de ^ a I’unite, on conclura du tlieoreme X que les volumes 
compris dans I’eUipsoido et dans la sphere entre deux plans quel- 
conques perpendiculaires a I’axe des x conservent entre eux le meme 
rapport. Done, si I’on nomme v le segment compris dans rellipsokle 
entre le plan des y, s et un plan parallele correspondant a I’abscisse x, 
on trouvera, en ayant egard a la formule (09), 


(io4) 



Si la hauteur x du segment devient egale au demi-axe a, le volume e 
se reduira simplement au produit ^Tiabc, et le double de cc produit, 
ou la quantite 

f 

(lo5) , j7t«&C, 


representera le volume entier de I’ellipsoide. 

OEuvres de C. — S. 11, t. V. 
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THEORfeME XI. — itant donnes deux volumes termines par deux enve- 
loppes, si les longueurs interceptees par ces emeloppes sur une droite gui 
se meut en reslant parallile a un certain axe sont entre elles dans un 
rapport constant, les deux volumes seront entre eux dans lemime rapport. 

Demonstration. — Rapportons toujours les differcnts points dc I’cs- 
pace a trois axes rectangulaires desa;, y, z, et admettons que le dernier 
coincide avec I’axe auquel la droite mobile doitetre parallelc. Achaque 
position de cette droite correspondra un systemc determine do valours 
des coordonnees x, y. Cela pose, soient f{oc,y), {(x, y) les longueurs 
interceptees sur la droite dont il s’agit par les envcloppes des deux 
volumes. On aura, par hypothese, 

{•o6) ['i^y y) = <^/(^, y)y 

c designant un rapport constant. Soient d’ailleurs x^, X des quantit^s 
constantes, et y„, Y des. fonctions de x, tellement choisies que les 
Equations 

( 32 ) y=yoy 

(33) y = Y, 

( 34 ) = 

(35) x = X 


representent les surfaces cylindriqucs et les plans entre lesqucls la 
droite mobile doit rester, comprise pour rencontrer Ics deux volufncs. 
En vertu de la formulc (29), le premier volume sera evidcmment mc- 
sure par I’integrale double 


f f f{^y y)dydj:, 

tandis que le second volume sera mesure par I’integrale double 

s 
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Or on tirera do I’equation (io6) 

J J. = c f f f{x,y)dydx-, 

et il est clair quo cette derniko formule comprend le tlieoreme enonce. 

La demonstration precedente se trouverait en defaut si chacun des 
volumes proposes pouvait etre traverse cn plusieurs points par uno 
dioite parallele a 1 axe des a? ou a I’axe des y. Mais alors il serait facile 
de decomposer les deux volumes en parties correspondantes, dont le 
rapport, fixe a I aide des raisonnements que nous venons de faire, serait 
egal h.c; et, puisqii il suffit de faire croitre ou decroitre les differentes 
parties d une somme dans le rapport de i a c pour que cette somme 
cioisse ou decroisse dans le meme rapport, il est clair qu’on se trouve- 
rait encore amcne a reconnaitre I’exactitude du theoremc XL 

Nota. Il importe d’observer quo le theoreme XI subsiste dans le 
cas memo ou chacune des longueurs se transformerait 

cn un systeme do plusieurs longueurs comprises, la premiere entre 
deux surfaces donnees, la seconde entre deux autres surfaces, etc. 

Corollaire L — Supposons que Ton projette sur le plan des a?, y deux 
surfaces fermeos, dont la premiere soit representee par I’equation 

(io8) . y,z) = o, 

et la seconde par une autre ^uation de la forme 




Il est clair que, pour chaque systeme de valeurs attribuees aux-coor- 
donnees x,y, on tirera des equations (io8) et (109) des valeurs corres- 
pondantes d,e z qui seront entre elles dans le rapport de i a c. Par 
suite, les limites entre lesquelles x eiy devront rester comprises pour 
que s conserve des valeurs reelles ne varieront pas quand on substi- 
tuerajA secopde surface k la premiere. De plus, si Ton designe par 

(no) , , . . Sj, 3,, i.. 



52i applications DU CALCUL INFINITESIMAL 

les diverses valeurs reellcs de s que founiit I’equation (io8) pour imo 
abscisse donnee, celles que fournira pour la meme abscisse I’equa- 
tion (109) seront evideniment 

(l J l) • 

Si d’ailleurs on suppose les quantiles (i 10) rangees par ordre de gran- 
deur, la longueur totale /{cc, y), comptec dans I’interieur de la sur- 
face (108) sur une ordonnee parallele a I’axe des 5, sera evidemment 

( 112 ) f{a!,'y) = Si — s^+Si—Sjt + 

Au contrairc, la somme f(iP,y) des longueurs interceptees sur la 
meme ordonnee par la surface (109) se deduira de la formule 

(113) f(a;, y) = csi—cs^ + cs^— csj-i-. . .= c(3i — 5,,+ — 55 + . . .)• 

On aura done 

(io6) — 

et I’on conclura du theor^me XI que les volumes renfermes dans les 
surfaces (106) et (107) sont entre eux dans le rapport de i a c. 

CoroUaire 11 . — En raisonnant comme on vient de le faire, mais 
echangeant entre elles les coordonnecs x, y, z, on prouverait que les 
volumes renfermes dans la surface (108) et dans celle qui a pour 
equation 



ou 

,(ii5) = 

a, 6 designant deux constantes positives, sont entre eux dans le rapport 
dfe I a a, ou de I a b. 

Gor^Saire III. — Si Ton Compare successivement Tun a I’autre les 
’Wfltitees renfernaes dans les quat^e surfaces reprdsentees par 



equations 

(io8) 

(n4) 
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(ii6) 

(«> 7 ) 



on concliira du corollairc precedent que les rapports du second volume 
au premier, du troisieme au second et du quatrieme au troisieme 
sont mesures par les nombres a, h, c. Done le rapport du quatrieme 
volume au premier aura pour mesure le produit ahc. On peut done 
enoncer la proposition suivante : 


Theor^me XII. — Pour determiner le volume compris dans une surface 
courbe fermee de toutes parts et representee par une equation de la forme 


(iJ?) 



r 

V 


= 0 , 


dans laquelle a, b, c designent trois constantes positives, il suffit d’eva~ 
luer le volume compris dans la surface courbe dont V equation serait 

(io8) i{x,y,z) = o 

et de multiplier ce volume par le produit des trois constantes a, b, c. 

Corollaire /. — Si la surface (117) sc reduit a celle de Tellip- 
soide (loi), I’equation (108) deviendra 

(ii8) x'^ -V- z- z= \ 


ct representera une sphere qui aura pour rayon I’unite. Or, Ic volume 
compris dans cette sphere etant egal a I'Jt* on conclura du theo- 
r^me XII que Ic volume de I’ellipsoide a pour mesure le produit 


(io 3 ) 

ce que Ton savait deja. 
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CoroUaire 11 . — Si, dans I’equation (117), on suppose c = h = a, 
cette equation, reduite a la forme 


(119) 



representera I’enveloppe d’un solide semblable a celui que termine la 
surface (108), et les dimensions du second solide seront a celles du 
premier comme le nombre a est a I’unite. Cela pose, il resulte evidem- 
ment du theoreme XII que les volumes compris dans deux solides sem- 
hlables sont entre eux comme les cubes de leurs dimensions respectives. 

Theoreme XIII. — Le rapport entre deux volumes est toujours une 
quantite moyenne entre les diverses valeurs que peul acquerir le rapport 
des sections faites dans ces deux volumes par un plan mobile qiii demeure 
constamment parallile a un plan donne. 

Demonstration. — Supposons les differents points de I’espace rap- 
portes a trois axes rectangulaires des x, y, z, dont les deux derniers 
soient compris dans le plan donne. Nommons F(a?) et s{x) les sections 
faites dans les deux volumes par le plan mobile, et correspondant a 
I’abscissea;. Enfin soient a?,, Xles limites entre lesquelles I’abscissea; 
doit demeurer comprise pour que le plan mobile rencontre les deux 
volumes ou au moins I’un d’entre eux. Si, pour chaque valeur de x 
renfermee entre les valeurs extrmes x^, X, le plan mobile rencontre 
toujours les deux volumes, ceux-ci se trouveront mesures par les in- 
tegrales 



D’ailleurs, si, dans I’equation (i 3 ) de la vingt-troisifeme Le^on du Calcul 
ir^itesimal, on remplace les fonctions /{x), i(x) et<f(x) par#(a;), 

F(aj) et on en tirera 


1!K>) 
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^ designant une valeur de x comprise entre les limites a?*, X. Or la 
fraction 

F(0 

est eyidemment Tune des valeurs que pent acquerir le rapport 

F(^) 

des sections faites dans les deux volumes, tandis que x varie de- 
puis x = Xf, jusqu’a.as = X, et par consequent une quantite comprise 
entre la plus petite et la plus grande de ces valeurs. Done la for- 
mule(i2o) entraine, dans I’hypothese admise, Ic theoreme XIII. 

Si, pour certaines valeurs de I’abscisse x, le plan mobile ne rencon- 
trait plus que I’un des deux volumes proposes, on pourrait encore 
demontrer comme on vient de le faire le theoreme XIII; seulement il 
faudrait alors considerer chacune des sections F(a 7 ), i{x) comme 
prenant une valeur nulle toutes les fois que la surface correspondante 
cesserait d’etre coupee par le plan mobile. 

Si au theoreme que nous venons d’etablir on joint le theoreme III 
de la deuxieme Legon, on deduira immediatement une proposition 
nouvelle dont voici I’enonce : 

Theoreme XIV. — Le rapport entre les volumes renfermis dans deux 
enveloppes distinctes est une quantite moyenne entre les diverses valeurs 
que peut acquerir le rapport des longueurs interceptdes par ces deux enve- 
loppes sur une droite mobile qui demeure constamment parallele a un 
axe donne. 

Si, dans I’equation (120), on pose ^{x) = i, on trouvera . 

/ ^{x)dxz= I dx = X — x^ , 

•'x, djc, 

et, par suite, 

( 121 ) ri{x)dx = iX-Xo)V{l). 

dx. 
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Or la longueur X — cc^ represente evidemment la projection lineaire du 
volume (19) sur I’axe des cc, tandis queF( 5 ) represente une quantite 
moyonne entre les sections faites dans ce volume par des plans perpen- 
diculaires au meme axe. Cela pose, comme on peut prendre pour axe 
des CO un axe quelconque, il estclair que la formule (121) entraine la 
proposition suivante : 

Theoreme XV. — Le rapport entre un volume et sa projection sur un 
aooe quelconque est une quantite moyenne entre les aires des differenles 
sections faites dans ce volume par des plans perpendiculaires d V axe ^ 

Si Ton projette le volume V determine par I’equation (19) ou (29) 
non plus sur un axe, mais sur un plan, on obtiendra, au lieu du theo- 
reme XV, la proposition suivante ; 

Theor^me XVI. — Le rapport entre un volume et sa projection sur un 
plan quelconque est une moyenne entre les dwerses valeurs que peut 
acquerir la somme des longueurs interceptees par Venveloppe de ce vo- 
lume sur une sicante mobile qui demeure constamment perpendiculaire 
au plan donne. 

Demonstration. — Pour demontrer cette proposition il suffit d’ap- 
pliquer a la formule (29) les raisonnements que nous avons appliques, 
dans la page 471 de la.troisieme Legon, a la formule ( 34 ) et a Taide 
desquels nous avons etabli le theoreme II de la page 472. 
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